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Any time series can be matched with a graph that preserves information about the 

structure of the series. There are many ways to obtain such a graph. Examples are a binary 
recurrence graph, which can be viewed as a conjugacy matrix for a graph and a graph whose 
vertices are defined by delayed Takens vectors. The inverse reconstruction of the time series 
from the graph, which preserves the preorder relation of the original series, defines a dual 
representation of the series in the graph. The motivation behind this representation is the pos-
sibility of using a set of metrics that are more convenient for the extraction of dynamic pat-
terns than traditional metrics based on Fourier analysis. Such patterns can be extracted by 
graph filtering methods that allow the use of persistent homology techniques. In this paper, 
we use this approach to diagnose the dynamical modes of a model producing a time series of 
Wolf numbers in the sense of Takens' theorem. As a comparison, one of the numerical solu-
tions of the Rὂssler system is used. 
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Введение 
Под солнечной активностью (СА) понимают комплекс изменяющихся 

во времени паттернов, наблюдаемых в разных слоях атмосферы Солнца 
[1]. Как правило, их относят к пространственно-распределенным времен-
ным сценам, представленным цифровыми изображениями. Исключением в 
форме «точечного» сигнала, характеризующим СА интегрально, является 
число солнечных пятен, представленное индексом, числом Вольфа, вве-
денным в 1849 г. Рудольфом Вольфом. Этот индекс не является первичным 
(физическим) параметром [2, 3], однако, этот ряд принято считать индика-
тором СА. Причина – это его форма: временной ряд был удобен для анали-
за Фурье [2] и моделирования традиционными схемами авторегрессии. Та-
кие подходы исключают вопрос о природе источника сигнала; действи-
тельно, modus operandi – это всегда линейная комбинация гармонических 
мод. Известные Фурье-спектры инструментального ряда [2] охватывают 
интервалы времени от года, до векового цикла и более1. Заметим, что чис-
ло степеней свободы для Фурье анализа мало, и равномощный критерий 

                                                            
1 Мы не рассматриваем здесь набор сверхвековых циклов, полученных по proxy данным 
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значимости отсутствует. С другой стороны, шумоподобные осциллятор-
ные ряды демонстрируют нонсенс-корреляции2 c множеством климатиче-
ских и биосферных данных [4] и имеют широкополосные спектры, харак-
терные для хаотической динамики. Неудивительно поэтому, что недавно 
был предложен вариант спектра [5], который содержит всего одну, по-
видимому, хаотическую 11-летнюю моду и является, фактически, огибаю-
щей традиционного набора гармоник [2]. Этот вариант восходит к ранним 
идеям о существовании «странного» солнечного аттрактора [6, 7]. В этом 
случае, временной ряд чисел Вольфа можно рассматривать как типичную 
проекцию фазовой траектории аттрактора, т.е. как детерминированно по-
рожденную наблюдаемую, по Такенсу [8]. Выполнение необходимого при 
этом Кредо Идеального Экспериментатора [9] становится лишь символом 
веры. Так, ранние оценки размерности и К-энтропии для СА [10, 11] были 
получены по ряду, длина которого намного меньше необходимой. Соглас-
но оценке [12] для вычисления корреляционной размерности в R3 требу-
ется 423 ~74000 отсчетов!  

Тем не менее, поиск возможных свидетельств в пользу существования 
странного аттрактора для СА не теряет своей популярности [7, 13, 5]. Так, 
в работе [13], используя координаты, сохраняющие симметрии второго по-
рядка, были получены вложения для ряда Вольфа и одной из координат 
системы Ресслера, похожие, по меньшей мере, с точностью до гомотопии. 
В настоящей статье мы пытаемся проверить это сходство количественно, с 
точностью до гомологий. Мы используем для этого преобразования рядов 
в графы [14, 18], для которых, методами Тоpological Data Analysis (TDA), 
вычисляются персистентные гомологии [15]. 

 
Метод 

Любому временному ряду можно поставить в соответствие граф, со-
храняющий информацию о структуре ряда [18, 19]. Существует много спо-
собов получить такой граф [14]; простейшим является график рекуррент-
ности [16], который в бинарном варианте можно рассматривать как матри-
цу сопряженности графа. Существует и обратная процедура [17], которая, 
в общем случае сохраняет масштабные свойства оригинального ряда. В 
этом смысле, граф и временной ряд дуальны [18, 19], однако, граф имеет 
более богатый набор метрик. Мы использовали для построения графа один 
из методов символической динамики – кодирование временного ряда от-
ношением предпорядка [20]. Для этого, каждому фрагменту ряда (слову) 
длиной k ставится в соответствие подстановка  1 2, ,..., ka a a  символов, 

где 1 2 .... ka a a     , так что  1a  кодирует наименьший, а ka  – наибольший 
отсчет в слове. Сдвиг на один отсчет генерирует следующее слово. Каж-

                                                            
2 Здесь курсивом выделена терминология Джорджа Уидни Юла [4] 
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дому слову соответствует вершина графа. Вершины располагаются на 
окружности и соединяются ребрами, которые продуцируются динамикой 
подстановок. Для фильтрации вершин используется матрица диффузных 
расстояний. Результатом фильтрации является диаграмма персистентности 
(PD) для числа Бетти 1 , которое измеряет количество циклов на каждом 

уровне фильтрации и является рангом группы 1H гомологий [15]. Для чис-
ленных экспериментов использовался пакет Teaspoon в среде Python [21]. 

 
Результаты и выводы 

На рисунке приведены результаты моделирования для цензурирован-
ного временного ряда чисел Вольфа SSN2, сглаженного по 33 точкам (сле-
ва), и решение системы Ресслера (хаотический режим) для х-координаты 
(справа), вместе с изображениями соответствующих им графов и диаграмм 
персистентности (PD) для чисел Бетти 1 . Длина слова для кодирования 
k = 7. Фильтрация для TDA проводилась по матрице диффузных расстоя-
ний ребер.  

 

Временной ряд SSN2 сглаженный по 
3-годам его преобразование в сеть и PD для 
циклов. 

График решения системы Ресслера для 
первой координаты (хаотический ре-
жим) вместе с графом и PD. 

Рисунок. 
 

Нетрудно заметить сходство PD для графа временного ряда СА и графа 
хаотического аттрактора. Мы не считаем, конечно, что аттрактор СА, если 
он есть, непременно является решением системы Ресслера. Мы получили 
лишь независимое подтверждение о возможном существовании детермини-
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рованного хаоса в динамике СА, и предложили путь корректной более точ-
ной диагностики. Наш результат согласуется с выводами работы [13]. 
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