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что есть марковский процесс?  
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ЧАНДЛЕРОВСКИЙ МАКСИМУМ 
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СКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВИНЕРА – 

ЛИУВИЛЛЯ (ПРОДОЛЖЕНИЕ) 
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СКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВИНЕРА – 
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ВИНЕРА – ЛИУВИЛЛЯ 

(ОКОНЧАНИЕ) 



СПЕКТР ВИНЕРА - ЛИУВИЛЛЯ 

.,)(

:ЕОПРЕДЕЛЕНИ

. 


  hz
T

Z LV

  .)exp()()exp()0(
2

1
)()(

2
)(

:ОБРАЩЕНИЯ   ФОРМУЛА   

/

/

.. tiTzTizdthZ
T

tz LV 






 


 






.||
2

,

: ПАРСЕВАЛЯ ТОЖДЕСТВО

/

/

2

..
















dZzz LV



ДРУГИЕ СВОЙСТВА: 

.

 Лиувилля,-Винера  процесс)( Если.3

  знач.всех    при  непрерывен )( спектрйАмплитудны.2

).()/2(

:стьПериодично.1

2

..

..

....

















aX

tx

Z

ZZ

LV

LV

LVLV





.1  к  близкий  параметр,где

,))1((
1

11

1Re
2

|)(|

то, Если 4.

2

0

)(

0

)(

0

2

)(

0

)(

0)(

)(

0

2

..






































Q

iTiN

i

i
i

i

LV

ek

NeNkek
ek

ek
e

N

ek
aQ

X

Q

















) 100 знач. при(

И   ОТ|)(|ЬЗАВИСИМОСТ 2

..

суток

Т  QX LV



  

.0)(lim

:)( для формулы Из

2

..

2

..

QX

X

LV
T

LV













Поэтому при ơ = ω  на обоих графиках - 

впадина. Она тем уже, чем больше Q , и тем 

глубже, чем больше Т. 

При всех ơ справедливо неравенство  .)(
2

.. aX LV   

___________________ 

Зависимость от Q (Т=10000 суток)  Зависимость от Т (Q=10)  

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

-0,035 -0,030 -0,025 -0,020 -0,015 -0,010 -0,005 0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025 0,030 0,035

a

X LV

2

.. )(

1, сутки

Т=10000 суток

Т=3000 суток

Т=1000 суток

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

-0,035 -0,03 -0,025 -0,02 -0,015 -0,01 -0,005 0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03 0,035

Q=200

Q=10

Q=50

а

Х
2

)(

1, сут

1



ИДЕНТИФИКАЦИЯ РЕГУЛЯРНОЙ 
МОДЫ I 

.

2
sin

2
sin

2
sin

2
|)(|

:Лиувилля-Винера спектр йамплитудны|)(|

..

..

























T

T

A
G

G

LV

LV

;

4
)(

 где

),exp()(

:ответ"")(

,)exp()(

нагрузке в модарегулярная)(Пусть

2

2
2

Q

F
A

tiAtg

tg

tiFtf

tf























ИДЕНТИФИКАЦИЯ II 

.
2

|)(|

: при максимален |)(|

..

..










TA
G

G

LV

LV





.)(|)(| "сигнал/шум")(~шума спектр. Амплитуда
2

..

2
 XGX LV  

.
4/)(2

)(
sin2)(|)(|

:Иначе

222

2

..
Q

T

a

F
XG LV













. , 

.)(|)(|lim

то, Если

2

..

ьнымнеобязател становитсяусловиеЕсли 














Q

XG LV
T



ИДЕНТИФИКАЦИЯ III 
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ВКЛАД РЕГ. МОДЫ III 
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ВОЗМУЩАЮЩИЕ ФУНКЦИИ 
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Возмущающие функции [Barnes et al., 1983]: 
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АТМОСФЕРНАЯ СОСТАВЛЯЮЩАЯ 
ДВИЖЕНИЯ ПОЛЮСА 

Атмосферная нагрузка через возмущающие функции: 
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функций (вклад атмосферы в движение полюса): 
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О П Р Е Д Е Л Е Н И Е: Атмосферная составляющая движения 

полюса – рещение (3) ур-ния Лиувилля при x(0)=0 и Q=∞: 
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БАРИЧЕСКАЯ СОСТАВЛЯЮЩАЯ 

ДВИЖЕНИЯ ПОЛЮСА 

БАРИЧЕСКАЯ СОСТАВЛЯЮЩАЯ ДВИЖЕНИЯ ПОЛЮСА ЗА 

1000 СУТОК, НАЧИНАЯ С 01.01.1980  (ДАННЫЕ NON-IB) 
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БАРИЧЕСКАЯ СОСТАВЛЯЮЩАЯ ДВИЖЕНИЯ 
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 БАРИЧЕСКАЯ СОСТАВЛЯЮЩАЯ ДВИЖЕНИЯ 

ПОЛЮСА (продолжение) 

.         

1028.1

1

2

485





сутки





Фрагмент 

спектра Винера – 

Лиувилля, 

содержащий 

частоту 

Регулярные частоты: σ1 =0 – основной максимум; σ 2 =0.0172 сутки -1 и 

σ3  = =-0.0172 сутки -1 – годичные пики;  σ4= 2σ 2 – сезонная мода; 

σ5=σ485=0.0128 сутки -1 – мода с периодом 485 суток, или 16 месяцев. 
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Коэффициенты при нормированных гармониках:  

БАРИЧЕСКАЯ СОСТАВЛЯЮЩАЯ 

ДВИЖЕНИЯ ПОЛЮСА 
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Эту погрешность – одна для всех регулярных мод, т.к. их можно 

считать изолированными. При вычислении δμ пользуемся тем, 

что коэффициент диффузии для составляющей движения 

полюса, вычисленный по данным Non-IB, равен 

[Цуркис и др., 2012]. Результат:    

2/19102.1   суткирад



БАРИЧЕСКАЯ СОСТАВЛЯЮЩАЯ 

ДВИЖЕНИЯ ПОЛЮСА 

Для 485-суточной моды отношение «сигнал/шум»: 
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вклад 16 – месячной моды в барическую составляющую 

движения полюса в 2.5 – 3 раза меньше доли солнечной 

компоненты и на порядок больше, чем вклад сезонной 

моды. 
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ДВИЖЕНИЯ ПОЛЮСА 

Обозначим через 

Соответственно, угловой момент 

485485   и MF амплитуду 485 – суточной моды 
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В ВЕТРОВОЙ СОСТАВЛЯЮЩЕЙ 485-СУТОЧНОЙ 

МОДЫ НЕТ: 
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ТОЖЕ: 

0

2

4

6

8

10

12

14

-0.035 -0.03 -0.025 -0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

1, сут

2/1

..

8 ,)(10 

  сутрадX LV 

485-суточный  

максимум должен

 быть здесь



НО В ДВИЖЕНИИ ПОЛЮСА ОТКЛИК НА ЭТУ 

МОДУ ПРИСУТСТВУЕТ !  
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моду

Тонкая структура спектра: Амплитудный спектр 

наблюдаемого движения полюса с 

исключённой константой (по 

данным IERS за 1980-2014 гг.): 



Случайным такое совпадение 

быть не может! 

• Фрагмент спектра, содержащий частоту 0.0128 сут-1: 
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И ВОТ ПОДТВЕРЖДЕНИЕ: 
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Тонкая структура спектра 

наблюдаемого движения полюса (по 

данным IERS за 1962-2014 гг.). 
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Фрагмент, содержащий 

частоту 0.0128 сут-1. 



В спектре Фурье максимум на этой 

частоте тоже есть! 
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шумсигналдугисекАрадА

Амплитуда 485-суточной моды: 

РЕЗУЛЬТАТЫ: 

1). Разработан вариант спектрального анализа, специально  

предназначенный для исследования движения полюса (более общо –  

процессов, являющихся решением уравнения Лиувилля со случайной  

правой частью). 

2). Продемонстрирована эффективность  этого метода – с его помощью 

показано, что в угловом моменте атмосферы присутствует мода с  

периодом 485 суток. Получена оценка вклада 485 суточной моды в  

движение полюса. 
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