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1. Введение  

   Метод Лапласа [1] для определения предварительной орбиты 
неизвестных космических объектов широко известен уже более 
двухсот лет. Большую часть этого времени он рассматривался 
исключительно в рамках задачи двух тел, пока в начале 80-х 
годов 20-го века Н. И. Перов не предложил взглянуть на него 
исходя из обобщённой задачи двух неподвижных центров [2, 3]. 
В своих работах он обобщил классические уравнения Лапласа 
путём введения параметров, зависящих от радиуса Земли и 
значений второй и третьей зональных гармоник её 
геопотенциала. Причём векторное уравнение движения 
спутника взято в форме, указанной Аксёновым [4]. Для 
решения полученной системы уравнений Перов предлагает 
использовать итеративную схему Ньютона-Рафсона. 

    В настоящей работе предпринята попытка продолжить 
изучение данного метода. Во-первых, сделана оценка степени 
скалярного полинома от одной переменной. Для его получения 
были использованы уравнения движения спутника в форме, 
предложенной Емельяновым [5]. Это позволяет оценить 
максимальное число возможных решений. Во-вторых, для 
решения алгебраического уравнения был применён метод 
продолжения решения по параметру с наилучшей 
параметризацией [6], что позволяет найти все возможные 
решения в каждом конкретном случае. 

2. Обобщённая задача двух неподвижных 

центров 

    Рассмотрим обобщённую задачу двух неподвижных центров, 
в том виде, как она изложена у Н. В. Емельянова [5]. Здесь, 
притягивающее тело (например Земля) представлено в виде 
двух точечных масс Е1 и Е2 на оси Z с комплексными 
значениями 
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и с мнимым расстоянием между ними   2ci  (рис. 1).  Здесь,      ̶  

масса Земли,  

 

 

 

где     и      вторая и третья  зональные гармоники 
геопотенциала.  

  Силовая функция будет выражаться формулой: 
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здесь       ̶   гравитационная постоянная Земли, а x, y и z  ̶  
прямоугольные координаты точки. Из силовой функции (1) 
после дифференцирования по r  можно легко получить 
векторное уравнение для ускорения объекта: 

 

 

где r  ̶  вектор положения объекта относительно центра коорди-
нат (Земли), K ̶  единичный вектор, направленный по оси Z.  

 

 

 

 

 

     Уравнения (3) и (4) не содержат мнимых величин. 

 

3. Метод Лапласа 
      Обратимся теперь к методу Лапласа [6]. 
 
 
здесь r  ̶  радиус-вектор спутника относительно центра Земли, 
R  ̶  определяет положение наблюдателя на поверхности Земли, 
ρ  ̶  топоцентрическое расстояние до наблюдаемого спутника и 
e  ̶  единичный вектор топоцентрического направления на него 
(Рис. 2). Точками обозначены их производные по времени.  
    Левые части уравнений (3) и третьего из (5) совпадают и мы 
соответственно можем приравнять правые. Получаем векторное 
уравнение:  
 
 
 
 
 
 
    Уравнение (6) необходимо разрешить относительно трёх 
неизвестных:  
    Для того, чтобы получить скалярное уравнение относительно 
ρ умножим (6) векторно на     , а затем скалярно на e: 
 
 
 
где 

 

 

 

 

 
     После подстановки  (4), приведения к общему знаменателю 
и избавления от радикалов мы  получим выражение числителя 
для  ρ: 
 
 
 
                 представляет собой полином 38-ой степени. Этим же  
 
числом и ограничено максимальное количество решений. 
 
      Если мы рассмотрим случай, когда σ=0, т. е. будем учиты-
вать только сжатие. То степень полинома (8)  не изменится. 
Упростятся  лишь его коэффициенты. 

 

4. Поиск решений  

 

4.1 Метод продолжения решения по 

параметру с наилучшей параметризацией 

    В качестве метода решения уравнения (7) рассмотрим 
продолжение решения по параметру [7]. 
    Идея метода заключается в следующем: пусть H(x,μ) = 0 
уравнение, которое мы хотим решить, а μ — некий параметр. 
Тогда для некоторого значения x = x₀ решение известно, т. е. 
H (x₀,μ) = 0 и в этой точке выполняется теорема о неявной 

функции. Тогда, рассмотрим глобальную гомотопию: 
                     G(x, μ) = H(x) – μ H(x₀) = 0,         (9) 
где μ∊[0,1] и x₀ — начальное приближение (x₀ = 0). 

    Если μ = 0, тогда G(x,0) = H(x) = 0  — исходное уравнение.  
    Если μ = 1, тогда G(x,1) = H(x) – H(x₀) = 0 и x = x₀, т. е. 

получаем известное решение. 
    Введём новый параметр s ∊ [0, L], L = const: 

                  (ds)²=(dx)²+(dμ)²,         (10) 
где s — длина дуги интегральной кривой. Параметр s —
 наилучший параметр для поиска решения [8, 9]. 
    Тогда уравнение (9) можно записать как: 
              G(x(s), μ(s)) = H(x(s)) – μ(s) H(x₀) = 0.              (11) 

    Рассмотрим задачу Коши в начальной точке x0: 
 
 
 
Она приходит к нормальной системе обыкновенных 
дифференциальных уравнений (ОДУ) из двух уравнений: 
 
 
 
 
      Следует интегрировать систему (13) в направлении роста 
параметра «s», пока не будет достигнуто μ = 0. Это будет 
первое решение. Интегрируя дальше, до заданного L, мы 
найдём остальные решения (если они существуют). 

 

 

4.2 Метод продолжения для уравнения (7) 

     Запишем числитель (7) в виде: 
 
 
где 
 
     Тогда система ОДУ (13) будет иметь следующий вид: 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

где 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    Здесь, как и в случае с полиномом, при σ=0 вид системы (15) 
не изменится. Изменятся лишь входящие в неё коэффициенты. 

 

5. Выводы 

1) Система уравнений метода Лапласа для обобщённой задачи 
двух неподвижных центров может быть сведена к 
уравнению 38-ой степени. 

2) Для поиска возможных решений методом продолжения 
решения по параметру с наилучшей параметризацией 
получена система из двух дифференциальных уравнений, 
коэффициенты в правых частях которых зависят только от 
известных величин. 

3) Учёт только сжатия (σ=0) не влияет на порядок полученных 
уравнений и сказывается только на выражении входящих в 
них коэффициентов. 
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