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Введение

Высокий уровень развития технологий, достигнутый в последнее время,

позволил использовать специализированные космические аппараты для прове­

дения астрометрических наблюдений. Наблюдения из космоса имеют ряд суще­

ственных преимуществ перед наблюдениями наземными. Можно отметить три

наиболее существенных положительных момента [27]. Во-первых, наблюдения

из космоса свободны от искажений, вносимых рефракцией и атмосферной тур­

булентностью. Во-вторых, это одновременный обзор всей небесной сферы, что

позволяет создавать каталоги в единой системе для звёзд как северного, так и

южного полушарий. В-третьих, достигается высокая временная плотность на­

блюдений, что позволяет выполнять массовые наблюдательные программы в

короткие сроки.

Первым полностью реализованным космическим астрометрическим экспе­

риментом был проект Hipparcos (HIgh Precision PARallax Collecting Satellite),

выполненный рядом европейских астрономических учреждений под эгидой Ев­

ропейского космического агентства (ESA – European Space Agency). В резуль­

тате обработки данных, собранных в течение 37 месяцев работы космического

аппарата, получены два астрометрических каталога: Hipparcos и Tycho [136].

Основной каталог Hipparcos содержит 118 тысяч звёзд и представляет собой

каталог миллисекундной точности. Дополнительный (обзорный) каталог Tycho

содержит около 1 млн. звёзд с точностью положений, собственных движений и

параллаксов не хуже 20 мсд. В 2000 году был выпущен каталог Tycho-2 [72],

содержащий положения и собственные движения, а также двухцветные фото­

метрические данные для 2.5 миллионов самых ярких звёзд на небесной сфере. В

2005 были опубликованы результаты новой обработки наблюдательных данных,

что позволило улучшить точность каталога [139; 141]. В 2012 году была состав­
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лена расширенная компилятивная версия каталога Hipparcos [2], содержащая

большой объём дополнительной информации. Основные результаты, получен­

ные с помощью наблюдений космического аппарата Hipparcos, изложены в [84;

88; 109; 119].

Успешное выполнение проекта Hipparcos вызвало всплеск интереса к кос­

мической астрометрии. Среди предлагаемых проектов имелись как сканирую­

щие спутники, предназначенные для выполнения массовых наблюдательных

программ, это проекты Diva [122; 123], Gaia [92; 101], FAME [76] и “Струве” [6;

11; 12; 78], так и аппараты, работающие в режиме наведения и служащие для

высокоточных наблюдений избранных объектов, это проекты SIM [128], “Ломо­

носов” [17] и “Зодиак” [4]. Рассматриваемые проекты различались и по спосо­

бу выполнения наблюдений. Если в аппаратах FAME, “Ломоносов” и “Струве”

предполагалось использовать обычные телескопы, то спутники Diva, Gaia, SIM

и “Зодиак” разрабатывались как оптические интерферометры, при этом DIVA

рассматривается как тестовый проект для миссии Gaia.

По тем или иным причинам осуществлённым оказался только проект Gaia,

при этом его концепция претерпела значительные изменения. Первоначально

космический аппарат задумывался как оптический интерферометр. В дальней­

шем, однако, от этих планов отказались в пользу обычного телескопа.

Хотя в настоящей работе речь идёт исключительно о космической астро­

метрии в оптическом диапазоне, нельзя не отметить достижения радиоастро­

метрии. Так, в ходе выполнения проекта “Радиоастрон”, представляющего собой

космический радиоинтерферометр со сверхдлинной базой [14], была достигнута

очень высокая точность единичного наблюдения в 7 мксд на базе длиной 26.9

земного диаметра или 342 тыс. км [30].

Космический телескоп Gaia основан на тех же принципах, которые хоро­

шо зарекомендовали себя при выполнении проекта Hipparcos. Космический ап­

парат вращается вокруг своей оси с постоянной угловой скоростью. Бортовой

телескоп обладает двумя полями зрения, линии визирования которых лежат в
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плоскости, перпендикулярной к оси вращения, поэтому за один оборот, который

занимает 6 часов, осуществляется сканирование одного большого круга. Для

обеспечения сканирования всей небесной сферы ось вращения непрерывно сме­

щается, находясь в прецессионном движении вокруг мгновенного направления

на Солнце. Период прецессии составляет 63 дня, а наклонение оси вращения к

направлению на Солнце равно 45∘. Этот угол поддерживается постоянным для

равномерного нагрева космического аппарата солнечным излучением [68].

Космический телескоп Gaia был запущен с космодрома Куру с помощью

ракеты-носителя “Союз” и разгонного блока “Фрегат” 19 декабря 2013 года.

Выполнение наблюдательной программы началось спустя семь месяцев после

старта. 15 января 2025 года космический телескоп прекратил свою работу, что

обусловлено исчерпанием топлива, необходимого для выполнения сканирования

небесной сферы. Таким образом, наблюдения непрерывно велись на протяже­

нии десяти с половиной лет. К настоящему времени осуществлено три выпуска

данных. Первый выпуск (Gaia DR1), опубликованный в сентябре 2016 года, был

основан на наблюдениях, собранных за первые 14 месяцев работы. Во втором

выпуске (Gaia DR2), осуществлённом в апреле 2018 года, использовались дан­

ные, полученные за 22 месяца. Третий выпуск, опирающийся на наблюдения,

собранные за первые 34 месяца работы космического аппарата с 25 июля 2014

года по 28 мая 2017 года, состоял из двух частей: так называемого раннего

релиза Gaia EDR3, опубликованного в декабре 2020 года, и собственно Gaia

DR3, опубликованного в июне 2022 года. Согласно информации, опубликован­

ной Европейским космическим агентством, планируется осуществить ещё два

выпуска. Четвёртый выпуск (Gaia DR4) ожидается к середине 2026 года, а по­

следний пятый выпуск (Gaia DR5) будет закончен не ранее 2030 года.

Основные результаты, полученные с помощью данных Gaia DR2, изложе­

ны в обзоре [40]. Весьма информативное изложение научных результатов, осно­

ванных на использовании Gaia DR3, приводится в статье [22]. Основные стати­

стическо-кинематические свойства каталога Gaia EDR3 обсуждаются в работе
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[28]. Среди большого количества публикаций, посвящённых Gaia DR3, можно

выделить такую интересную работу, как определение орбит для 150 тысяч асте­

роидов [135]. Наличие подобных данных, без сомнения, послужит для уточнения

масс планет и малых тел Солнечной системы, что необходимо для улучшения

теории их движения [1].

Проект Hipparcos потребовал многих уточнений в анализе астрометриче­

ских наблюдений. Эффекты, которые ранее игнорировались при построении

звездных каталогов, такие как гравитационное отклонение света телами в Сол­

нечной системе и релятивистская звездная аберрация, должны были система­

тически учитываться для того, чтобы достичь точности в миллисекунду дуги

(мсд), которая стала возможной благодаря наблюдениям из космоса. Процедура

редукции, использованная в проекте Hipparcos, была основана на подходе, раз­

работанном в [19]. Миссия Gaia, нацеленная на достижение точности на уровне

10 микросекунд дуги (мксд) [56], требует дальнейшего усложнения моделирова­

ния данных для учета слабых физических эффектов, которые вступают в игру

при этой точности. Практическая модель для релятивистской редукции астро­

метрических наблюдений с точностью до 1 мксд была сформулирована [80] и

является основой для астрометрической обработки данных Gaia [96].

Появление массовых астрометрических каталогов потребовало разработ­

ки новых методов анализа и сравнения астрометрических данных. Наиболее

мощными из них являются методы, основанные на использовании векторных

сферических функций [7; 8; 18]. Эти методы были успешно применены для срав­

нения каталогов PPMXL, UCAC4 и XPM [144] и других задач.

Актуальность темы исследования

Наблюдательная астрометрия совершила качественный скачок в своем

развитии за последние десятилетия. Особенно хорошо это видно на примере

оптической космической астрометрии, где за 25 лет, прошедшие от каталога

Hipparcos до последней версии каталога Gaia, точность уже улучшилась на два

порядка от миллисекунд до десятков микросекунд дуги. При этом, в будущих
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выпусках данных Gaia ожидается дальнейшее повышение точности, сопряжён­

ное со значительным увеличением объёма наблюдательных данных. Необходи­

мость разработки новых аналитических методов обусловлена по меньшей мере

тремя причинами. Во-первых, при переходе на новый уровень точности стано­

вятся значимыми эффекты, которыми ранее можно было пренебречь ввиду их

малости. Во-вторых, колоссальный объём наблюдательных данных приводит к

появлению качественно новых статистических эффектов. В-третьих, непредви­

денные обстоятельства, открывшиеся в ходе проведения эксперимента, привели

к необходимости пересмотра модели наблюдений. Таким образом, как усовер­

шенствование имеющихся, так и разработка новых методов анализа данных для

миллисекундной оптической космической астрометрии являются весьма акту­

альными задачами.

Цели и задачи диссертационной работы:

� Исследование влияния механической нестабильности сканирующего кос­

мического аппарата на появление систематических ошибок в параллаксах.

� Создание методики, позволяющей использовать дополнительную инфор­

мацию в процессе построения астрометрического каталога при недоста­

точном объёме наблюдательных данных.

� Обобщение стандартной астрометрической модели, основанной на предпо­

ложении о равномерном прямолинейном движении звезды относительно

барицентра Солнечной системы, с учётом конечности скорости света.

� Строгое рассмотрение процедуры преобразования астрометрической и звё­

здно-кинематической информации от одной эпохи к другой.

� Изучение влияния орбитального движения Земли на обнаружение экзо­

планет средствами астрометрии.

� Решение задачи о влиянии систематических ошибок параллаксов на ре­
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зультаты тестирования постньютоновской гравитации с использованием

сканирующего астрометрического спутника.

Научная новизна

� Выполнен анализ систематических ошибок параллаксов, обусловленных

нестабильностью базового угла на для сканирующего астрометрического

спутника.

� Разработана методика построения астрометрического каталога при малом

объёме наблюдательных данных с использованием априорной информа­

ции.

� Получено строгое решение задачи о модификации стандартной астромет­

рической модели с учётом конечности скорости света.

� Разработана процедура преобразования астрометрической и звёздно-кине­

матической информации от одной эпохи к другой как с учётом конечности

скорости света, так и без оного.

� Исследованы эффекты орбитального движения Земли на астрометриче­

ское обнаружение экзопланет.

� Установлены ограничения на тестирование постньютоновской гравитации

с использованием сканирующего астрометрического спутника.

Научная и практическая ценность

Результаты, изложенные в диссертации, с успехом применялись и будут исполь­

зованы в дальнейшем

� при выполнении редукции данных в проекте Gaia;

� при составлении астрометрических каталогов Gaia.

Результаты, полученные в диссертации, могут быть использованы для
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� выполнении редукции данных в будущих космических проектах, основан­

ных на тех принципах, которые были воплощены в проектах Hipparcos и

Gaia, т.е. сканирующий аппарат с двумя полями зрения;

� построения астрометрических каталогов с недостаточным объёмом наблю­

дательных данных вне зависимости от способа выполнения наблюдений;

� преобразования астрометрической и звёздно-кинематической информации

от одной эпохи к другой;

� оптимизации поиска экзопланет астрометрическими методами с целью

устранения эффектов, связанных с орбитальным движением Земли;

� организации проверки общей теории относительности с помощью скани­

рующего астрометрического спутника.

Положения, выносимые на защиту:

1. Доказано аналитически и подтверждено численными экспериментами, что

определяемые сканирующим астрометрическим спутником параллаксы

подвержены глобальному сдвигу вследствие периодических изменений ба­

зового угла, вызванных нагревом спутника солнечным излучением.

2. Показана высокая эффективность разработанной и опробованной на ре­

альных наблюдениях Gaia методики построения астрометрического ката­

лога с использованием априорной информации для звёзд с малым объё­

мом наблюдательных данных.

3. Получено строгое решение задачи о равномерном движении звезды отно­

сительно барицентра Солнечной системы с учётом конечности скорости

света и найдена удобная параметризация эффектов запаздывания, на ос­

новании чего построена общая процедура преобразования астрометриче­

ской и звёздно-кинематической информации от одной эпохи к другой.
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4. Доказано посредством разработанного математического аппарата, что дви­

жение родительской звезды, вызванное наличием экзопланеты с орбиталь­

ным периодом около одного года, может быть полностью или частично

поглощено эффектом параллакса, что ведёт как к понижению вероятно­

сти астрометрического обнаружения подобных систем, так и к смещённым

оценкам их параллаксов.

5. Установлены ограничения на тестирование постньютоновской гравитации

с использованием сканирующего астрометрического спутника на основе

анализа корреляции между нуль-пунктом параллаксов и параметром 𝛾,

входящим в параметризованный постньютоновский формализм.

Степень достоверности и апробация результатов. Основные резуль­

таты диссертации докладывались на семинарах ГАО РАН, на семинарах кафед­

ры астрономии СПбГУ, на семинарах Лормановской обсерватории Дрезденско­

го технического университета, на семинарах Лундской и Туринской обсервато­

рий, а также на ряде всероссийских и международных конференций:

� IAU Symposium 248. A Giant Step: From Milli- to Micro-Arcsecond Astro­

metry. Schaghai, China, October 2007;

� The Twelfth Marcel Grossmann Meeting: On Recent Developments in The­

oretical and Experimental General Relativity, Astrophysics and Relativistic

Field Theories. Paris, France, July 2009;

� IAU Symposium 261. Relativity in Fundamental Astronomy: Dynamics, Ref­

erence Frames, and Data Analysis. Virginia Beach, USA, October 2009.

� The Eleventh Meeting on Gaia Relativistic Models and Tests. Madrid, Spain,

September 2011;

� The Twelfth Meeting on Gaia Relativistic Models and Tests. Paris, France,

July 2013;



13

� Meeting on Gaia Astrometric Global Iterative Solution. Dresden, Germany,

May 2014;

� Gaia CU3 Plenary Meeting. Edinburgh, Great Britain, June 2015;

� IAU XXIXth General Assembly. Honolulu, USA, August, 2015.

� Всероссийская астрономическая конференция (ВАК-2017) «Астрономия:

познание без границ». Ялта, Россия, сентябрь 2017 г.

Публикации.Материалы диссертации опубликованы в 15 печатных рабо­

тах, из них – 14 в журналах, рекомендованных ВАК для публикации результа­

тов докторской диссертации: [41—46; 64—68; 81; 93; 103] и 1 статья в сборниках

трудов конференций [71].

Личный вклад автора. Основные результаты диссертации изложены в

15 статьях (без тезисов). Во всех совместных работах, опубликованных в журна­

лах, рекомендованных ВАК для публикации результатов докторской диссерта­

ции, личный вклад автора заключается в следующем: [42] – постановка задачи,

создание математического аппарата, решение полученных уравнений; [44; 46] –

постановка задачи, создание математического аппарата, разработка программ­

ного обеспечения, выполнение численных экспериментов; [45] – постановка зада­

чи, создание математического аппарата, разработка программного обеспечения,

выполнение численных экспериментов; [64] - участие в постановке задачи, вывод

математических формул, разработка программного обеспечения, выполнение

численных экспериментов; [65—68; 93] – интерпретация результатов наблюде­

ний и редукции данных; [71] – участие в разработке математического аппарата,

интерпретация полученных результатов; [81] – создание программного обеспе­

чения, обработка наблюдений и их интерпретация; [103] – участие в разработке

математического аппарата, интерпретация полученных результатов.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, 6

глав, заключения и списка цитируемой литературы (152 наименования). Дис­



14

сертация содержит 248 страниц, 23 рисунка, 6 таблиц.

Содержание работы

В первой главе представлена так называемая стандартная астрометри­

ческая модель, базирующаяся на положении о равномерном прямолинейном

движении одиночных звёзд относительно барицентра Солнечной системы. В

рамках этой модели вводятся шесть астрометрических параметров: прямое вос­

хождение, склонение, тригонометрический параллакс, компоненты собственно­

го движения по прямому восхождению и склонению, а также радиальное соб­

ственное движение, представляющее собой лучевую скорость, делённую на рас­

стояние. Эти величины описывают мгновенное кинематическое состояние звез­

ды, отнесённое к барицентру Солнечной системы. В рамках этой модели раз­

работана математически строгая процедура преобразования астрометрических

параметров от одной эпохи к другой.

Вторая глава посвящена исследованию влияния колебаний базового угла

на глобальный сдвиг тригонометрических параллаксов, полученных из наблю­

дений сканирующего астрометрического спутника с двумя полями зрения. Для

абсолютной астрометрии в рамках проекта Gaia требуется стабильность базово­

го угла на микросекундном уровне. На практике, к сожалению, этого достичь не

удалось. В космическом аппарате Gaia присутствуют колебания базового угла

с амплитудой около одной миллисекунды дуги, что может привести к значи­

тельному глобальному сдвигу параллаксов. Ситуация усугубилась тем обстоя­

тельством, что в литературе существовали две различные формулы для сдвига.

Поэтому возникла задача устранить это противоречение, что и было сделано.

Вопрос был исследован как аналитически, так и численно. Полученные резуль­

таты составили основу для устранения эффектов, вызванных имеющимися ко­

лебаниями базового угла, в редукции данных в проекте Gaia.

В третьей главе разработана методика использования априорной инфор­

мации для построения астрометрического каталога при недостаточном объёме

наблюдательных данных, когда из наблюдений какого-либо объекта не удаёт­
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ся надёжно определить все пять астрометрических параметров. Первоначально

полагалось, что такая ситуация будет иметь место только для первого выпуска

данных Gaia из-за короткого ряда наблюдений. Впоследствии, однако оказа­

лось, что эта методика имеет гораздо более широкое применение. Она исполь­

зуется, например, для объектов переменной яркости и для слабых звёзд близких

к порогу чувствительности инструмента. Внесение априорной информации поз­

воляет получить не только надёжные оценки положения, но и их формальные

ошибки, которые правильно характеризуют ошибки фактические. Решения с

априорной информацией с успехом применялись во всех трёх выпусках данных

Gaia и, без сомнения, будут использоваться в дальнейшем.

Четвёртая глава посвящена исследованию вопроса о влиянии эффектов

запаздывания, обусловленных конечностью скорости света, на преобразование

эпохи для астрометрических каталогов. В современной высокоточной астромет­

рии все эффекты такого рода должным образом учитываются при обработке

наблюдений [15; 16; 80; 82]. Опорный каталог, основанный на редукции дли­

тельных рядов наблюдений, содержит информацию о положении и скорости

объектов, наблюдаемых (фиктивным наблюдателем) из барицентра Солнечной

системы в определённую эпоху. Ввиду конечности скорости света наблюдаемые

величины отличаются от величин истинных, поскольку изменения состояния

звезды становятся известны наблюдателю по истечении срока, за который свет

от звезды достигнет наблюдателя, причём время распространения света непре­

рывно меняет вследствие движения звезды относительно барицентра. Возни­

кает вопрос о том, как наблюдаемые барицентрические величины изменяются

со временем в рамках стандартной астрометрической модели. Эта задача рас­

сматривалась рядом авторов, [61; 126; 133], в результате чего было найдено

несколько приближённых решений. В ходе проведённого исследования удалось

найти полные аналитические решения для всех физических эффектов. Полу­

чено и решено уравнение движения звезды в терминах наблюдаемых величин.

Найдены явные выражения для зависимости астрометрических параметров от
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времени с учётом эффектов запаздывания, а также получены строгие и полно­

стью обратимые формулы для преобразования астрометрических параметров

от одной эпохи к другой. Вычислены все элементы якобиана, используемые для

преобразования стандартных ошибок и корреляций. Таким образом, выведен

полный набор формул для строгого и полностью обратимого преобразования

астрометрических данных между различными эпохами. Также показано, что

влияние эффектов запаздывания на астрометрические параметры пропорцио­

нально третьей степени собственного движения.

В пятой главе изучено влияние орбитального движения Земли на астро­

метрическое обнаружение экзопланетных систем. Было продемонстрировано,

что в некоторых случаях движение родительской звезды, обусловленное при­

сутствием планеты, может быть полностью или частично поглощено эффектом

параллакса. Это снижает вероятность обнаружения такой системы и, кроме то­

го, приводит к смещённой оценке параллакса. Статистический анализ невязок,

описывающих отклонение от стандартной астрометрической модели позволил

найти смещение параллакса в общем случае и ввести удобную количественную

меру, характеризующую возможность детектирования подобных систем. Это ве­

личина, названная эффективной астрометрической сигнатурой, учитывает ор­

битальное движение Земли и влияние поглощения параллакса на астрометри­

ческие невязки. Подобная задача рассматривалась впервые.

Шестая глава посвящена использованию измерений, выполняемых скани­

рующим космическим аппаратом, для экспериментальной проверки общей тео­

рии относительности. Астрометрические измерения позволяют оценить пара­

метр 𝛾, который определяет величину гравитационного отклонения света в рам­

ках параметризованного постньютоновского формализма [25]. На сегодняшний

день наиболее точная оценка этого параметра составляет (2.1± 2.3) × 10−5.

Ожидалось, что в ходе выполнения проекта Gaia точность определения пара­

метра 𝛾 будет улучшена минимум на порядок. Однако, следует отметить, что

эти выводы основывались только на наблюдательном шуме и большом объёме



17

данных и не принимали во внимание систематические ошибки. Как известно,

в тригонометрических параллаксах Gaia EDR3 присутствует как глобальный

сдвиг, так и зональные вариации. Кроме того, методика выполнения измерений,

реализованная в эксперименте Gaia, характеризуется существенной корреляци­

ей между параллаксами и параметром 𝛾. Вопрос о влиянии систематических

ошибок параллаксов на определение параметра 𝛾 ранее не рассматривался в ли­

тературе. В настоящей работе эта проблема была исследована с различных то­

чек зрения. Во-первых, было рассмотрено влияние гипотетического отклонения

от общей теории относительности на появление глобального сдвига параллак­

сов. Во-вторых, была решена обратная задача о влиянии глобального смещения

параллаксов на оценку параметра 𝛾. Во всех этих случаях были получены новые

аналитические выражения, ранее не упоминавшиеся в литературе. Кроме того,

в ходе выполнения численных экспериментов было обнаружено, что чувстви­

тельность сканирующей астрометрии к параметру 𝛾 зависит от эклиптической

широты. Дальнейшие исследования показали, что этот эффект является след­

ствием неизвестной ранее асимметрии, присущей используемой в проекте Gaia

схеме сканирования небесной сферы. Этот результат вошел в список «Важней­

ших достижений в области астрономии» Научного совета по астрономии ОФН

РАН.
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Глава 1

Cтандартная астрометрическая модель

В настоящей главе описывается стандартная астрометрическая модель, в

основании которой лежит предположение о том, что звезды движутся с по­

стоянными скоростями относительно барицентра Солнечной системы (БСС).

Для двойных и кратных звёзд, а также для систем с невидимыми спутниками,

включая экзопланетные системы, вместо этого предполагается, что их центры

масс движутся с постоянной скоростью. Хотя термин «стандартная астромет­

рическая модель» и не является общеупотребительным (например, в книге [13]

применяется термин «стандартная модель движения»), его использование пред­

ставляется вполне правомерным ввиду того, что такая модель является фунда­

ментальной в нескольких отношениях.

Прежде всего, она позволяет компактно описать движение любой звезды

или центра масс кратной системы в терминах нескольких легко каталогизиру­

емых параметров. Во-вторых, она даёт возможность экстраполировать их дви­

жения вперед и назад во времени, что позволяет легко сравнивать наблюдения

в произвольные эпохи. В-третьих, она обеспечивает эталонную модель или нуле­

вую гипотезу для обнаружения нелинейных движений, вызванных, например,

планетарными компаньонами. Действительно, равномерная прямолинейная мо­

дель используется в качестве эталона во всех современных наблюдательных

исследованиях звездной кинематики, включая неастрометрические методы, та­

кие как высокоточный доплеровский мониторинг [52]. При анализе таймингов

пульсаров учитывается кривизна галактических звездных орбит [59], но только

как известная поправка к равномерному движению.

Физические ограничения стандартной астрометрической модели обсужда­

ются в разделе 1.5.
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Основной целью этой главы является применение модели равномерного ба­

рицентрического движения к задаче преобразования астрометрической и звёздно­

кинематической информации от одной эпохи к другой.

Давно признано, что точное преобразование положений звёзд должно учи­

тывать их радиальные движения, а также тангенциальные (собственные) дви­

жения. Таким образом, лучевая скорость неразрывно связана с астрометриче­

скими данными и иногда рассматривается как «шестой астрометрический пара­

метр», дополняющий стандартные пять (для положения, параллакса и собствен­

ного движения) при определении звездных координат в шестимерном фазовом

пространстве. В настоящей статье мы принимаем эту точку зрения, хотя ради­

альное движение обычно определяется спектроскопическим методом.

Астрометрические параметры звезды выводятся из наблюдений с исполь­

зованием специальных процедур для коррекции различных физических эффек­

тов, таких как гравитационное отклонение света и аберрация, как подробно

описано в работах [80; 82]. Аналогично, спектроскопические доплеровские из­

мерения должны быть скорректированы с учетом локальных и астрофизиче­

ских эффектов, как указано в [91]. Фактически, результатом является набор

параметров, описывающих наблюдаемые явления, как они выглядели бы для

фиктивного наблюдателя, находящегося в барицентре в отсутствие гравитаци­

онных полей всех тел Солнечной системы. Последующий анализ полученных

данных затем может быть выполнен чисто классическим образом или, если

необходимо, с привлечением эффектов специальной теории (см. главу 4).

Точное соотношение между однородной прямолинейной моделью и астро­

метрическими параметрами (включая лучевую скорость) просто в принципе,

но довольно сложно на практике, в первую очередь из-за значительно раз­

личающихся неопределенностей в радиальных и тангенциальных компонентах

звездных координат. Хотя расстояния до звезд редко известны с относительной

точностью лучше, чем 10−2, их угловые координаты могут быть определены

по крайней мере на шесть порядков точнее. Вследствие этого обстоятельства
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астрометрические наблюдения нелегко смоделировать напрямую в терминах

прямоугольных координат положений и скоростей звезд. Астрометрические па­

раметры, использующие сферические координаты и параллакс, были введены

для преодоления этой трудности.

Как впервые было отмечено в работе Шлезингера [125], движение звез­

ды в пространстве вызывает вековые изменения не только в положении, но и

в ее собственном движении, параллаксе и лучевой скорости, наблюдаемых из

барицентра. Это чисто геометрические эффекты, обусловленные изменением

расстояния и угла между лучом зрения и направлением движения. Шлезингер

предположил, что результирующий квадратичный член в угловом положении,

известный как вековое ускорение, может быть использован для определения

лучевых скоростей некоторых звезд «независимо от спектроскопа и с превос­

ходной степенью точности». До сих пор это было возможно только для очень

немногих звезд [58; 138]. Тем не менее, эта работа стала пионерской в исполь­

зовании модели равномерного прямолинейного движения для преобразования

астрометрических данных на длительных интервалах времени.

Традиционно преобразуемые величины представляются разложениями в

ряды по времени, что приводит к известным формулам для векового ускорения

и производной по времени собственного движения [19; 106; 127; 134]. Недостат­

ком этого подхода является то, что его применимость ограничена определенным

временным интервалом, зависящим от требуемой точности и размеров игнори­

руемых членов. Этого можно избежать, используя преобразования, которые

напрямую связывают сферические координаты в различные эпохи посредством

декартовых векторов. Это также приводит к значительному упрощению ма­

тематической формулировки задачи. Такой подход был впервые предложен в

работе [60], где были получены выражения для изменения собственного движе­

ния, пригодные для любых, не обязательно малых, промежутков времени. Эта

процедура в дальнейшем была использована при редукции данных в проекте

Hipparcos [97] и сформировала теоретическую основу для разработки методики
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построения астрометрического каталога в космической астрометрической систе­

ме “Струве” [6] .

Поскольку знание неопределенностей необходимо для использования аст­

рометрических данных, преобразование эпох должно сопровождаться соответ­

ствующим преобразованием ошибок. Строго говоря, из-за корреляции между

элементами данных неопределенности как таковые не имеют смысла в этом

контексте, и вместо них следует использовать ковариации.

Математическое описание стандартной математической модели даётся вы­

ражением

𝑅 (𝑇 ) = 𝑅0 + (𝑇 − 𝑇0)𝑣 , (1.1)

однородной прямолинейной модели барицентрический вектор в произвольную

эпоху 𝑇 определяется где 𝑅0 – барицентрическое положение звезды в началь­

ную эпоху 𝑇0, 𝑅 (𝑇 ) — барицентрическое положение звезды на эпоху 𝑇 , а 𝑣 –

постоянная скорость. Модель имеет шесть кинематических параметров, а имен­

но компоненты векторов 𝑅0 и 𝑣 в барицентрической системе отсчета. Время

измеряется в шкале TCB.

Эквивалентная форма уравнения (1.1) получается путем рассмотрения

двух различных моментов времени, отмеченных индексами 1 и 2:

𝑅(𝑇2) = 𝑅(𝑇1) + (𝑇2 − 𝑇1)𝑣 . (1.2)

В декартовых координатах преобразование эпохи представляет собой тривиаль­

ную задачу: компоненты вектора скорости остаются постоянными, тогда как

компоненты вектора положения являются линейными функциями времени. В

терминах же астрометрических параметров задача существенно усложняется.
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1.1. Астрометрические параметры

В этом разделе определяются астрометрические параметры, соответству­

ющие описанной выше кинематической модели, и вводятся соответствующие

обозначения.

Мгновенное кинематическое состояние звезды в барицентрической систе­

ме отсчета традиционно задается с помощью шести параметров. Пять из шести

астрометрических параметров являются классическими: прямое восхождение

𝛼, склонение 𝛿, тригонометрический параллакс 𝜛, собственное движение по

прямому восхождению 𝜇𝛼* и собственное движение по склонению 𝜇𝛿. Шестым

параметром может быть «астрометрическая лучевая скорость» 𝑣𝑟 [91], эквива­

лентная «кажущейся лучевой скорости» [80], но по причинам, которые станут

ясны позже, мы предпочитаем использовать «радиальное собственное движе­

ние» [96], определяемое как отношение лучевой скорости к расстоянию до звез­

ды:

𝜇𝑟 = 𝑣𝑟/𝑅 . (1.3)

Все шесть параметров являются барицентрическими в том смысле, что

они выводятся из наблюдений, которые по необходимости являются небарицен­

трическими, посредством применения различных поправок, так что они фак­

тически относятся к фиктивному наблюдателю в барицентре. Аналогично 𝑇 –

(фиктивное) время приема света в барицентре. Точное определение параметров

в рамках общей теории относительности и изложение соответствующих попра­

вок приведено в работах [80; 82]. Для наблюдений звёзд конечным результатом

этого процесса является набор астрометрических параметров, которые с доста­

точной точностью можно интерпретировать полностью классическим способом,

как указано выше.

Шесть астрометрических параметров 𝛼, 𝛿, 𝜛, 𝜇𝛼*, 𝜇𝛿, 𝜇𝑟 непрерывно из­



23

меняются с 𝑇 из-за движения звезды в пространстве. Все величины считаются

заданными на некоторую начальную эпоху 𝑇0. Впоследствии мы будем исполь­

зовать 𝑡 = 𝑇 − 𝑇0 в качестве аргумента времени во всех выражениях вместо

𝑇 . Кроме того, величины, относящиеся к 𝑡 = 0, обозначаются индексом 0, а

величины, относящиеся к моменту времени 𝑡, обозначаются соответствующими

значками без индекса.

Теперь мы дадим точное определение шести астрометрических параметров

в терминах введённых выше кинематических величин. Положение звезды отно­

сительно барицентра, описываемое вектором 𝑅 не является величиной, непо­

средственно определяемой из наблюдений. Наблюдаемой величиной является

барицентрическое направление, задаваемое единичным вектором

𝑢B =
𝑅

𝑅
≡ 𝑅

|𝑅|
, (1.4)

а равно и его производная по времени – вектор собственного движения

𝜇 =
d𝑢B

d𝑡
. (1.5)

Обе эти величины обычно относят к международной небесной системе коор­

динат ICRS (International Celestial Reference System). Для компактной записи

формул, аналогичных (1.4), удобно использовать оператор векторной нормали­

зации, который будем обозначать двойными угловыми скобками: 𝑢B = ⟨⟨𝑅⟩⟩1).

Хотя векторы 𝑢B и 𝜇 совокупно имеют шесть координат, они в то же время

должны удовлетворять двум скалярным соотношениям, а именно 𝑢′
B𝑢B = 1 и

𝜇′𝑢B = 0. В сиду этого обстоятельства имеется всего четыре степени свободы,

отвечающие четырём астрометрическим параметрам 𝛼, 𝛿, 𝜇𝛼* и 𝜇𝛿.

Для того, чтобы определить первые два параметра, прямое восхождение 𝛼

и склонение 𝛿, рассмотрим постоянный единичный вектор 𝑟, совпадающие с век­

тором 𝑢B в определённый момент времени 𝑡. Его координатное представление

1 ) В астрометрической литературе векторная нормализация обычно обозначается с помощью оди­

нарных угловых скобок: ⟨. . . ⟩. Во избежание путаницы со общепринятым обозначением усреднения, такое

обозначение не используется в настоящей работе.



24

в системе ICRS имеет вид

𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎝
cos 𝛿 cos𝛼

cos 𝛿 sin𝛼

sin 𝛿

⎞⎟⎟⎟⎠ , (1.6)

служит основанием для получения величин 𝛼 и 𝛿.

Уместно подчеркнуть различие между векторами 𝑢B и 𝑟. В то время как

первый зависит от времени, второй является постоянной величиной, причём

в рассматриваемый момент времени эти векторы совпадают друг с другом,

𝑟 = 𝑢B (𝑡), и, конечно, имеют одно и то же координатное представление. На пер­

вый взгляд могло бы показаться, что введение вектора 𝑟 является излишним и

приводит к ненужным усложнениям; однако, как объяснено в разделе 1.3, это

различие становится существенным при интерпретации компонентов собствен­

ного движения и их ошибок.

Прямое восхождение и склонение вычисляются из компонентов вектора 𝑟

с помощью стандартных формул

𝛼 = arctg
𝑟𝑦
𝑟𝑥

+ const , 𝛿 = arcsin 𝑟𝑧 , (1.7)

где константа учитывает тот факт, что область значений арктангенса лежит в

интервале от −𝜋/2 до 𝜋/2, в то время как 𝛼 заключено между 0 и 2𝜋:

const =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, (𝑟𝑥 > 0, 𝑟𝑦 > 0) ∧ (𝑟𝑥 = 0, 𝑟𝑦 = 1) ∧ (𝑟𝑥 = 1, 𝑟𝑦 = 0) ,

2𝜋, (𝑟𝑥 > 0, 𝑟𝑦 < 0) ∧ (𝑟𝑥 = 0, 𝑟𝑦 = −1) ,

𝜋, 𝑟𝑥 < 0 .

(1.8)

Введенные таким образом экваториальные координаты полностью согласуются

с общепринятым определением. Так, в книге Жарова [13] склонение определя­

ется как дуга, отсчитываемая от небесного экватора до звезды вдоль большого

круга, проходящего через полюсы мира и звезду (круга склонений), а прямое

восхождение определяется как дуга небесного экватора от точки весеннего рав­

ноденствия до круга склонений звезды. Поскольку в системе ICRS оси 𝑋 и 𝑌
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определяют небесный экватора, ось 𝑋 направлена в точку весеннего равноден­

ствия (на стандартную эпоху), a ось 𝑍 указывает на северный полюс мира,

нетрудно видеть, что эти определения являются эквивалентными.

Зная 𝛼 и 𝛿, мы можем вычислить единичные векторы, которые направлены

в сторону увеличения прямого восхождения и склонения в данной точке на

небесной сфере:

𝑝 =

⎛⎜⎜⎜⎝
− sin𝛼

cos𝛼

0

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑞 =

⎛⎜⎜⎜⎝
− sin 𝛿 cos𝛼

− sin 𝛿 sin𝛼

cos 𝛿

⎞⎟⎟⎟⎠ . (1.9)

Уравнения (1.6) и (1.9) определяют три ортонормальных вектора, составляю­

щих локальную координатную триаду [𝑝 𝑞 𝑟] в точке (𝛼, 𝛿), отнесённую к си­

стеме координат ICRS [19].

Компоненты собственного движения определяются как координаты векто­

ра 𝜇 в картинной плоскости, задаваемой векторами 𝑝 и 𝑞:

𝜇𝛼* = 𝑝′𝜇 , 𝜇𝛿 = 𝑞′𝜇 ; (1.10)

наоборот, так как 𝑟′𝜇 = 0, то вектор собственного движения может быть по­

строен из компонентов собственного движения посредством

𝜇 = 𝑝𝜇𝛼* + 𝑞𝜇𝛿 . (1.11)

Альтернативным образом, компоненты собственного движения можно по­

лучить из определения вектора 𝜇 как производной барицентрического направ­

ления по времени. Поскольку координатные представления векторов 𝑢B и 𝑟

совпадают, мы можем записать, используя определения

d𝑢B

d𝑡
= 𝑝 cos 𝛿

d𝛼

d𝑡
+ 𝑞

d𝛿

d𝑡
. (1.12)

Сопоставляя эту формулу с выражением (1.11), мы видим, что

𝜇𝛼* =
d𝛼

d𝑡
cos 𝛿 , 𝜇𝛿 =

d𝛿

d𝑡
. (1.13)
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Тригонометрический параллакс обычно определяется как угол, под кото­

рым отрезок длиной в одну астрономическую единицу 𝐴 [77] виден с рассмат­

риваемой звезды (см., например, [107]). Интерпретируя «расстояние» как ко­

ординатное расстояние 𝑅 = |𝑅| от барицентра Солнечной системы, это опре­

деление все еще неоднозначно относительно точного отношения к параллак­

су 𝜛: это может быть sin𝜛 = 𝐴/𝑅 [13; 19], tan𝜛 = 𝐴/𝑅 [34] или даже

2 sin(𝜛/2) = 𝐴/𝑅 (если астрономической единицей является хорда угла); раз­

личия порядка 𝜛3 < 10−10 сек. дуги действительно незначительны для всех

звезд. Целесообразно принять принимаем математически простейшее соотно­

шение [13; 80]

𝜛 =
𝐴

𝑅
, (1.14)

которое во втором порядке эквивалентно всем альтернативным выражениям.

Может показаться странным определять параллакс, который, очевидно, явля­

ется наблюдаемой величиной, в терминах 𝑅, которое не является величиной

наблюдаемой непосредственно. Однако 𝜛 следует скорее рассматривать как

параметр модели, позволяющий нам последовательно интерпретировать неба­

рицентрические наблюдения, и тогда уравнение (1.14) является соотношением,

которое следует использовать в модели для расчета его влияния на данные.

Из уравнения (1.3) видно, что радиальное собственное движение равно

𝜇𝑟 = 𝑣𝑟𝜛/𝐴. Это аналогично выражению для полного (тангенциального) соб­

ственного движения

𝜇 ≡
(︀
𝜇2𝛼* + 𝜇2𝛿

)︀1/2
= 𝑣𝑡𝜛/𝐴 или 𝜇 ≡ 𝑣𝑡𝜛/𝐴 , (1.15)

где 𝑣𝑡 – тангенциальная скорость. Три компонента собственного движения 𝜇𝛼*,

𝜇𝛿 и 𝜇𝑟 удобно выражать в одних и тех же единицах, например, мсд/год. Едини­

цей времени в этом случае будет юлианский год, продолжительность которого

определяется как 365.25×86400 = 31 557 600 с. Поскольку астрометрические па­

раметры отнесены к барицентру Солнечной системы в качестве шкалы времени

используется барицентрическое координатное время (TCB).
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В завершение этого раздела выпишем явные выражения для кинематиче­

ских параметров, составляющих стандарную астрометрическую модель, в тер­

минах параметров астрометрических. Формула для пространственной скорости

имеет вид

𝑣 =
𝐴V

𝜛
(𝑝𝜇𝛼* + 𝑞𝜇𝛿 + 𝑟𝜇𝑟) , (1.16)

где 𝐴V = 4.740 470 446 – астрономическая единица, выраженная в км · год/с.

Это соотношение подразумевает, что параллакс и собственные движения вы­

ражаются в совместимых единицах, например, мсд и мсд/год соответственно.

Переходя от параллакса и расстояниям, находим

𝑣 =
𝐴V

1000
𝑅 (𝑝𝜇𝛼* + 𝑞𝜇𝛿 + 𝑟𝜇𝑟) , (1.17)

Окончательно, формула, определяющая зависимость барицентрического поло­

жения от времени принимает вид

𝑅 = 𝑅 [𝑟 + (𝑝𝜇𝛼* + 𝑞𝜇𝛿 + 𝑟𝜇𝑟) 𝑡] . (1.18)

Используя определение (1.4) и применяя оператор векторной нормализации,

находим зависимость барицентрического направления от времени

𝑢B = ⟨⟨𝑟 + (𝑝𝜇𝛼* + 𝑞𝜇𝛿 + 𝑟𝜇𝑟) 𝑡⟩⟩ . (1.19)

Следует отметить, что все величины в правых частях формул (1.18) и (1.19)

относятся к начальному моменту времени 𝑡 = 0.

Положение рассматриваемой звезды относительно наблюдателя, находя­

щегося в точке, задаваемой барицентрическим вектором 𝑏, определяется разно­

стью 𝑅−𝑏. Соответственно, наблюдаемое направление описывается выражени­

ем

𝑢 = ⟨⟨𝑟 + (𝑝𝜇𝛼* + 𝑞𝜇𝛿 + 𝑟𝜇𝑟) 𝑡− 𝑏𝜛/𝐴⟩⟩ . (1.20)

Ниже нам понадобится также и выражение для малого изменения наблюдаемо­

го направления, обусловленного малой вариацией тригонометрического парал­
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лакса. Обозначая вектор, стоящий в угловых скобках, через 𝑈 и дифференци­

руя, получаем

d𝑢 =
d𝑈

𝑈
− 𝑢

(︂
𝑢′d𝑈

𝑈

)︂
= 𝑢×

[︂
d𝑈

𝑈
× 𝑢

]︂
. (1.21)

Вектор 𝑈 удобно представить в виде

𝑈 = 𝑟 + 𝜀 , (1.22)

где 𝜀 – пространственное смещение звезды относительно наблюдателя, норми­

рованное на расстояние. Ввиду очевидного условия 𝜀≪ 1, можно ограничиться

линейными по 𝜀 величинами. Разложение 1/𝑈 с точностью до членов первого

порядка дает
1

𝑈
= 1− 𝑟′𝜀 . (1.23)

Поскольку нас интересуют эффекты, связанные с вариацией параллакса, то

можно написать

d𝑈 = − (𝑏/𝐴) d𝜛 . (1.24)

Используя разложение (1.23), получаем

d𝑈

𝑈
= d𝑈 − (𝑟′𝜀) d𝑈 . (1.25)

Член (𝑟′𝜀) d𝑈 представляет собой величину второго порядка малости и может

быть опущен, поэтому
d𝑈

𝑈
= d𝑈 . (1.26)

Поставляя (1.26) в (1.20), получаем

d𝑢 = 𝑢× [𝑢× (𝑏/𝐴)] d𝜛 . (1.27)

Эта формула будет неоднократно использоваться в дальнейшем.



29

1.2. Преобразование астрометрических параметров

В этом разделе представлена процедура преобразования астрометрических

параметров от одной эпохи к другой.

Выражение (1.18) описывает зависимость барицентрического положения

от времени. Оно позволяет вычислить в заданный момент времени барицентри­

ческое направление и тригонометрический параллакс, определяемые формула­

ми (1.4) и (1.14) соответственно.

Возводя (1.18) в квадрат, получаем

𝑅2 = 𝑅2
0

[︀
1 + 2𝜇𝑟0𝑡+

(︀
𝜇20 + 𝜇2𝑟0

)︀
𝑡2
]︀
. (1.28)

Здесь мы использовали соотношения 𝑅′
0𝑣0 = 𝑅2

0𝜇𝑟0 и 𝑣20 = 𝑅2
0

(︀
𝜇2𝑟0 + 𝜇20

)︀
, в

истинности которых нетрудно убедиться на основании формул (1.4), (1.14) и

(1.16).

Вводя относительное изменение расстояния

𝑓D ≡ 𝑅0/𝑅 =
[︀
1 + 2𝜇𝑟0𝑡+

(︀
𝜇20 + 𝜇2𝑟0

)︀
𝑡2
]︀−1/2

, (1.29)

находим преобразованное барицентрическое направление

𝑢B = [𝑟0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡) + 𝜇0𝑡] 𝑓D , (1.30)

и преобразованный параллакс

𝜛 = 𝜛0𝑓D , (1.31)

Преобразованные экваториальные координаты (𝛼, 𝛿) вычисляются из компо­

нентов вектора 𝑢 обычным образом с использованием уравнения (1.7).

Непосредственное дифференцирование формулы (1.30) даёт преобразова­

ние вектора собственного движения

𝜇 =
d𝑢B

d𝑡
=
[︀
𝜇0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡)− 𝑟0𝜇

2
0𝑡
]︀
𝑓 3D , (1.32)
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и радиального собственного движение

𝜇𝑟 =
d𝑅

d𝑡

𝜛

𝐴
=
[︀
𝜇𝑟0 +

(︀
𝜇20 + 𝜇2𝑟0

)︀
𝑡
]︀
𝑓 2D . (1.33)

Для того чтобы найти компоненты собственного движения (𝜇𝛼*, 𝜇𝛿) из вектора

𝜇, нужно спроецировать его на вектора 𝑝 and 𝑞 согласно (1.10), причём эти

вектора должны быть заданы посредством направления 𝑢, преобразованного на

эпоху 𝑡, или, что то же самое, преобразованных координат (𝛼,𝛿) согласно (1.9).

Соотношения, выведенные в настоящем разделе, описывают преобразова­

ние шести астрометричеких параметров (𝛼0, 𝛿0, 𝜛0, 𝜇𝛼*0, 𝜇𝛿0, 𝜇𝑟0), отнесённых

к эпохе 𝑡0, в соответствующий набор параметров (𝛼, 𝛿, 𝜛, 𝜇𝛼*, 𝜇𝛿, 𝜇𝑟), отнесён­

ный к произвольной эпохе 𝑡. Следует отменить, что полученное преобразование

является строго обратимым: последующее преобразование от 𝑡 к 𝑡0 приводит к

исходным парамерам.

1.3. Преобразование ошибок и корреляций

В этом разделе мы рассмотрим, как неопределенности в астрометрических

параметрах 𝛼0, 𝛿0, 𝜛0, 𝜇𝛼*0, 𝜇𝛿0, 𝜇𝑟0 в эпоху 𝑇0 преобразуются в неопределен­

ности в преобразованных параметрах 𝛼, 𝛿, 𝜛, 𝜇𝛼*, 𝜇𝛿, 𝜇𝑟 в эпоху 𝑇 = 𝑇0 + 𝑡.

Неопределенности количественно определяются с помощью 6× 6 ковариацион­

ных матриц𝐶0 и𝐶 соответственно, в которых строки и столбцы соответствуют

астрометрическим параметрам, взятым в указанном выше порядке.
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1.3.1. Общее преобразование ковариационной матрицы

Хотя преобразование ошибок обсуждается во многих учебниках [см., на­

пример, 5; 33], мы считаем полезным для полноты изложения дать краткое

изложение этой методики.

В контексте преобразования ошибок удобно представлять астрометриче­

ские параметры вектором 𝑎, состоящим из шести элементов. Вся информация

о стандартных ошибках 𝜎 параметров и корреляциях между ними содержится

в ковариационной матрице 𝐶 размером 6× 6, элементами которой являются

𝑐𝑖𝑖 = 𝜎2𝑖 𝑐𝑖𝑘 = 𝜌𝑖𝑘𝜎𝑖𝜎𝑘 , (1.34)

где 𝜌𝑖𝑘 – коэффициент корреляции (или просто корреляция) между 𝑖-м и 𝑘-м

параметрами.

Если исходный вектор параметров 𝑎0 подвергается некоторому преобразо­

ванию, в результате чего образуется новый набор параметров, 𝑎 = 𝑓 (𝑎0), то

малые изменения параметров связаны посредством

Δ𝑎𝑖 =
∑︁
𝑘

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑎𝑘

Δ𝑎0𝑘 . (1.35)

В матричном виде это можно записать как

Δ𝑎 = 𝐽Δ𝑎0 , (1.36)

где 𝐽 – якобиан рассматриваемого преобразования:

𝐽𝑖𝑘 =
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑎𝑘

, (1.37)

вычисленный в точке 𝑎0. Пусть Δ𝑎 представляет собой вектор разностей меж­

ду оценками параметров и их истинными значениями. Если оценки являются

несмещёнными, то E (Δ𝑎0) = 0, где E — оператор математического ожидания,
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а ковариационная матрица 𝑎0 задается как 𝐶0 = E (Δ𝑎0Δ𝑎′
0), где штрих обо­

значает транспонирование матрицы. Из (1.36) следует, что 𝑎 также несмещена,

в первом порядке по ошибкам, и что ее ковариация задается как

𝐶 = 𝐽𝐶0𝐽
′ . (1.38)

Это уравнение является основой для преобразования ошибок, обсуждаемой ни­

же.

Если существует обратная функция 𝑓−1, то можно преобразовать набор

данных [𝑎,𝐶] обратно в исходную форму [𝑎0,𝐶0], и два представления можно

считать эквивалентными с точки зрения информационного содержания. Необ­

ходимым условием для этого является то, что |𝐽𝑓 | ̸= 0, в этом случае 𝐽𝑓−1 =

(𝐽𝑓)
−1. Преобразования, обсуждаемые здесь, удовлетворяют этому условию.

1.3.2. Вычисление дифференциалов астрометрических параметров

Для нахождения элементов ковариационной матрицы преобразованных

астрометрических параметров 𝐶 из уравнения (1.38) требуется вычислить все

36 частных производных, составляющих элементы матрицы Якоби 𝐽 . Необхо­

димые частные производные легко находятся, как только установлены соотно­

шения между соответствующими дифференциалами. Ниже приводится полный

вывод этих дифференциалов, поскольку он может представлять некоторый ме­

тодологический интерес. Последующее определение частных производных явля­

ется простым, хотя и несколько утомительным, а полные результаты приведены

в разделе 1.3.3.

На этом этапе нам нужно сделать еще одно замечание относительно пре­

образования собственных движений. Компоненты собственного движения полу­

чаются путем разложения вектора собственного движения 𝜇 по векторам 𝑝 и
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𝑞, определяющим картинную плоскость: 𝜇𝛼* = 𝑝′𝜇 и 𝜇𝛿 = 𝑞′𝜇. Рассмотрим

теперь, что происходит, когда и векторы положения, и векторы собственного

движения получают малые возмущения Δ𝑢B, Δ𝜇. Возмущение положения яв­

но влияет на 𝛼 и 𝛿, и возникает вопрос, изменяет ли это также 𝑝 и 𝑞. Если это

так, то общие возмущения компонентов собственного движения становятся

Δ𝜇𝛼* = 𝑝′Δ𝜇+Δ𝑝′𝜇 , Δ𝜇𝛿 = 𝑞′Δ𝜇+Δ𝑞′𝜇 , (1.39)

где Δ𝑝 и Δ𝑞 — возмущения тангенциальных векторов, вызванные Δ𝑢B. Про­

блема здесь в том, что выражения для Δ𝑝 и Δ𝑞 содержат множители sec 𝛿 и

tan 𝛿 и, следовательно, могут стать сколь угодно большими достаточно близко к

небесным полюсам. В терминах неопределенностей в 𝜇𝛼* и 𝜇𝛿 это означает, что

они содержат вклады, которые не связаны с фактической неопределенностью

собственного вектора движения и которые в принципе неограниченны.

В качестве альтернативы можно рассматривать 𝑝 и 𝑞 как фиксированную,

свободную от ошибок систему отсчета для возмущений в картинной плоскости.

В этом случае мы должны подставить Δ𝑝 = Δ𝑝 = 0 в уравнение (1.39) и

все подобные выражения. Это приводит к более простым формулам и инту­

итивно более разумной интерпретации ошибок собственного движения. Этот

вариант используется в дальнейшем. Практическим следствием является то,

что нормальная триада [𝑝 𝑞 𝑟] должна рассматриваться как фиксированная в

контексте возмущений и неопределенностей. Триада традиционно определяет­

ся принятыми значениями (𝛼, 𝛿). Это также мотивирует формальное различие

между 𝑟 и 𝑢B, упомянутое в разделе 1.1.

Подводя итог в терминах локальных координатных триад, можно сказать,

что приведенные ниже вычисления основаны на следующих постулатах:

1. [𝑝0, 𝑞0, 𝑟0] фиксировано в пространстве и времени и не зависит от неопре­

деленностей астрометрических параметров;

2. [𝑝, 𝑞, 𝑟] зависит от времени через преобразованное положение 𝑢B, как 𝑟 =
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𝑢B;

3. в любой момент времени [𝑝, 𝑞, 𝑟] фиксировано в пространстве и не зависит

от неопределенностей исходных астрометрических параметров.

Пусть координаты какой-либо звезды подвергаются малым изменениям

Δ𝛼*0 и Δ𝛿0, тогда направление на эту звезду испытает возмущение Δ𝑢B0 и

станет

𝑢B0 +Δ𝑢B0 = 𝑝0Δ𝛼*0 + 𝑞0Δ𝛿0 + 𝑟0

[︁
1− (Δ𝛼*0)2 − (Δ𝛿0)

2
]︁1/2

. (1.40)

Наличие квадратичного члена обусловлено условием |𝑢B0+Δ𝑢B0| = 1. Диффе­

ренцируя это соотношение по времени и используя определения (1.5) и (1.10),

находим

𝜇0 +Δ𝜇0 = 𝑝0𝜇𝛼*0 + 𝑞0𝜇𝛿0

− 𝑟0 (𝜇𝛼*0Δ𝛼*0 + 𝜇𝛿0Δ𝛿0)
[︁
1− (Δ𝛼*0)2 − (Δ𝛿0)

2
]︁1/2

. (1.41)

Это уравнение показывает, что полный дифференциал вектора собственного

движения имеет вид

d𝜇0 = −𝑟0𝜇𝛼*0d𝛼*0 − 𝑟0𝜇𝛿0d𝛿0 + 𝑝0d𝜇𝛼*0 + 𝑞0d𝜇𝛿0 . (1.42)

Слагаемые, содержащие вектор 𝑟0 имеют простой геометрический смысл: они

обеспечивают перпендикулярность вектров 𝑢B0+Δ𝑢B0 и 𝜇0+Δ𝜇0 в линейном

приближении.

Мы начинаем с рассмотрения дифференциалов преобразованных астромет­

рических параметров. Дифференцируя формулу (1.6), имеем

d𝑢B = 𝑝d𝛼*+ 𝑞d𝛿 . (1.43)

Умножая это выражение скалярно на векторы 𝑝 и 𝑞, получаем

d𝛼* = 𝑝′d𝑢B , d𝛿 = 𝑞′d𝑢B . (1.44)
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Далее, находим из уравнения (1.31)

d𝜛 = 𝑓D d𝜛0 +𝜛 d ln 𝑓D , (1.45)

тогда как формула (1.10) показывает, что

d𝜇𝛼* = 𝑝′d𝜇 , d𝜇𝛿 = 𝑞′d𝜇 . (1.46)

Непосредственное дифференцирование соотношения (1.33) даёт

d𝜇𝑟 = 2𝑡𝑓 2D (𝜇𝛼*0d𝜇𝛼*0 + 𝜇𝛿0d𝜇𝛿0) + (1 + 2𝜇𝑟0𝑡) 𝑓
2
Dd𝜇𝑟0 + 2𝜇𝑟 d ln 𝑓D . (1.47)

Для того чтобы найти дифференциалы координат и компонентов собствен­

ного движения из уравнений (1.44) и (1.46), необходимо выразить d𝑢B и d𝜇 че­

рез начальные астрометрические параметры. Из формулы (1.30) находим диф­

ференциал преобразованного направления

d𝑢B = [(1 + 𝜇𝑟0𝑡) d𝑢B0 + 𝑡 (d𝜇0 + 𝑟0d𝜇𝑟0)] 𝑓D + 𝑢B d ln 𝑓D . (1.48)

Полезно заметить, что последний член здесь обращается в нуль при выполнении

скалярного умножения на векторы 𝑝 и 𝑞, так как 𝑝′𝑢B = 𝑞′𝑢B = 0; следова­

тельно, этот член не входит в окончательные выражения для дифференциалов

d𝛼* и d𝛿. Дифференцирование уравнения (1.32) даёт

d𝜇 =− 𝜇20𝑡𝑓
3
Dd𝑢B0 + (1 + 𝜇𝑟0𝑡) 𝑓

3
Dd𝜇0

− 2𝑟0𝑡𝑓
3
D (𝜇𝛼*0d𝜇𝛼*0 + 𝜇𝛿0d𝜇𝛿0) + 𝜇0𝑡𝑓

3
Dd𝜇𝑟0 + 3𝜇 d ln 𝑓D .

(1.49)

Приведённые выше выражения использованы в разделе 1.3.3 при вычисле­

нии элементов якобиана, которые необходимы для преобразований ковариаци­

онной матрицы, описываемого выражением (1.38).
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1.3.3. Элементы матрицы Якоби

В этом разделе даны явные формулы для 36 частных производных, со­

ставляющих матрицу Якоби для преобразования астрометрических парамет­

ров. Соответствующие формулы получены из дифференциалов, найденных в

разделе 1.3.2.

Прямое восхождение

𝐽11 =
𝜕𝛼*
𝜕𝛼*0

= 𝑝′𝑝0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡) 𝑓D − 𝑝′𝑟0𝜇𝛼*0𝑡𝑓D ,

𝐽12 =
𝜕𝛼*
𝜕𝛿0

= 𝑝′𝑞0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡) 𝑓D − 𝑝′𝑟0𝜇𝛿0𝑡𝑓D ,

𝐽13 =
𝜕𝛼*
𝜕𝜛0

= 0 ,

𝐽14 =
𝜕𝛼*
𝜕𝜇𝛼*0

= 𝑝′𝑝0𝑡𝑓D ,

𝐽15 =
𝜕𝛼*
𝜕𝜇𝛿0

= 𝑝′𝑞0𝑡𝑓D ,

𝐽16 =
𝜕𝛼*
𝜕𝜇𝑟0

= −𝜇𝛼*𝑡2 .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(1.50)

Склонение

𝐽21 =
𝜕𝛿

𝜕𝛼*0
= 𝑞′𝑝0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡) 𝑓D − 𝑞′𝑟0𝜇𝛼*0𝑡𝑓D ,

𝐽22 =
𝜕𝛿

𝜕𝛿0
= 𝑞′𝑞0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡) 𝑓D − 𝑞′𝑟0𝜇𝛿0𝑡𝑓D ,

𝐽23 =
𝜕𝛿

𝜕𝜛0
= 0 ,

𝐽24 =
𝜕𝛿

𝜕𝜇𝛼*0
= 𝑞′𝑝0𝑡𝑓D ,

𝐽25 =
𝜕𝛿

𝜕𝜇𝛿0
= 𝑞′𝑞0𝑡𝑓D ,

𝐽26 =
𝜕𝛿

𝜕𝜇𝑟0
= −𝜇𝛿𝑡2 .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(1.51)
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Тригонометрический параллакс

𝐽31 =
𝜕𝜛

𝜕𝛼*0
= 0 ,

𝐽32 =
𝜕𝜛

𝜕𝛿0
= 0 ,

𝐽33 =
𝜕𝜛

𝜕𝜛0
= 𝑓D ,

𝐽34 =
𝜕𝜛

𝜕𝜇𝛼*0
= −𝜛𝜇𝛼*0𝑡2𝑓 2D ,

𝐽35 =
𝜕𝜛

𝜕𝜇𝛿0
= −𝜛𝜇𝛿0𝑡2𝑓 2D ,

𝐽36 =
𝜕𝜛

𝜕𝜇𝑟0
= −𝜛 (1 + 𝜇𝑟0𝑡) 𝑡𝑓

2
D .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(1.52)

Собственное движение по прямому восхождению

𝐽41 =
𝜕𝜇𝛼*
𝜕𝛼*0

= −𝑝′𝑝0𝜇
2
0𝑡𝑓

3
D − 𝑝′𝑟0𝜇𝛼*0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡) 𝑓

3
D ,

𝐽42 =
𝜕𝜇𝛼*
𝜕𝛿0

= −𝑝′𝑞0𝜇
2
0𝑡𝑓

3
D − 𝑝′𝑟0𝜇𝛿0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡) 𝑓

3
D ,

𝐽43 =
𝜕𝜇𝛼*
𝜕𝜛0

= 0 ,

𝐽44 =
𝜕𝜇𝛼*
𝜕𝜇𝛼*0

= 𝑝′𝑝0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡) 𝑓
3
D − 2𝑝′𝑟0𝜇𝛼*0𝑡𝑓

3
D − 3𝜇𝛼*𝜇𝛼*0𝑡

2𝑓 2D ,

𝐽45 =
𝜕𝜇𝛼*
𝜕𝜇𝛿0

= 𝑝′𝑞0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡) 𝑓
3
D − 2𝑝′𝑟0𝜇𝛿0𝑡𝑓

3
D − 3𝜇𝛼*𝜇𝛿0𝑡

2𝑓 2D ,

𝐽46 =
𝜕𝜇𝛼*
𝜕𝜇𝑟0

= 𝑝′ [𝜇0𝑓D − 3𝜇 (1 + 𝜇𝑟0𝑡)] 𝑡𝑓
2
D .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(1.53)

Собственное движение по склонению

𝐽51 =
𝜕𝜇𝛿
𝜕𝛼*0

= −𝑞′𝑝0𝜇
2
0𝑡𝑓

3
D − 𝑞′𝑟0𝜇𝛼*0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡) 𝑓

3
D ,

𝐽52 =
𝜕𝜇𝛿
𝜕𝛿0

= −𝑞′𝑞0𝜇
2
0𝑡𝑓

3
D − 𝑞′𝑟0𝜇𝛿0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡) 𝑓

3
D ,

𝐽53 =
𝜕𝜇𝛿
𝜕𝜛0

= 0 ,

𝐽54 =
𝜕𝜇𝛿
𝜕𝜇𝛼*0

= 𝑞′𝑝0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡) 𝑓
3
D − 2𝑞′𝑟0𝜇𝛼*0𝑡𝑓

3
D − 3𝜇𝛿𝜇𝛼*0𝑡

2𝑓 2D ,

𝐽55 =
𝜕𝜇𝛿
𝜕𝜇𝛿0

= 𝑞′𝑞0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡) 𝑓
3
D − 2𝑞′𝑟0𝜇𝛿0𝑡𝑓

3
D − 3𝜇𝛿𝜇𝛿0𝑡

2𝑓 2D ,

𝐽56 =
𝜕𝜇𝛿
𝜕𝜇𝑟0

= 𝑞′ [𝜇0𝑓D − 3𝜇 (1 + 𝜇𝑟0𝑡)] 𝑡𝑓
2
D .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(1.54)
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Радиальное собственное движение

𝐽61 =
𝜕𝜇𝑟
𝜕𝛼*0

= 0 ,

𝐽62 =
𝜕𝜇𝑟
𝜕𝛿0

= 0 ,

𝐽63 =
𝜕𝜇𝑟
𝜕𝜛0

= 0 ,

𝐽64 =
𝜕𝜇𝑟
𝜕𝜇𝛼*0

= 2𝜇𝛼*0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡) 𝑡𝑓
4
D ,

𝐽65 =
𝜕𝜇𝑟
𝜕𝜇𝛿0

= 2𝜇𝛿0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡) 𝑡𝑓
4
D ,

𝐽66 =
𝜕𝜇𝑟
𝜕𝜇𝑟0

=
[︁
(1 + 𝜇𝑟0𝑡)

2 − 𝜇20𝑡
2
]︁
𝑓 4D .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(1.55)

1.3.4. Инициализация ковариационной матрицы

Для вычисления ковариационной матрицы преобразованных астрометри­

ческих параметров 𝐶 нужно задать начальную матрицу 𝐶0. Далеко не все

астрометрические каталоги предоставляют данные о корреляциях между па­

раметрами. Кроме того, они, как правило, не содержат лучевых скоростей,

информация о который необходима для точного пересчёта астрометрических

параметров на другую эпоху. Отсутствие корреляций не представляет никаких

трудностей, поскольку все внедиагональные элементы 𝐶0 в этом случае просто

полагаются равными нулю, в то время как лучевая скорость требует особого

рассмотрения. Такие каталоги как Hipparcos и Gaia предоставляют полные пер­

вые пять строк и столбцов 𝐶0, эта матрица должна быть дополнена шестой

строкой и столбцом, связанными с начальным радиальным собственным дви­

жением 𝜇𝑟0. Если начальная лучевая скорость 𝑣𝑟0 имеет стандартную ошибку

𝜎𝑣𝑟0 и предполагается, что она статистически независима от астрометрических
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параметров в каталоге, то требуемые дополнительные элементы в 𝐶0 равны

[𝐶0]𝑖6 = [𝐶0]6𝑖 = [𝐶0]𝑖3 (𝑣𝑟0/𝐴) , 𝑖 = 1 . . . 5 ,

[𝐶0]66 = [𝐶0]33
(︀
𝑣2𝑟0 + 𝜎2𝑣𝑟0

)︀
/𝐴2 + (𝜛0𝜎𝑣𝑟0/𝐴)

2 .

⎫⎬⎭ (1.56)

Если лучевая скорость неизвестна, рекомендуется использовать 𝑣𝑟0 = 0 вместе с

соответствующим большим значением 𝜎𝑣𝑟0, в качестве которой, например, мож­

но взять ожидаемую дисперсию скоростей рассматриваемого класса звёздного

населения. Такой приём гарантирует положительность [𝐶0]66 и означает, что

неизвестное вековое ускорение учитывается за счёт неопределенности осталь­

ных астрометрических параметров.

Следует отметить, что строгое обращение преобразования от 𝑡 к 𝑡0, соглас­

но стандартной модели движения звезд, возможно только при использовании

полного шестимерного вектора параметров и полной ковариационной матрицы.

1.4. Пример упрощённого преобразования эпохи

Чтобы проиллюстрировать общую технику преобразования ошибок с ис­

пользованием якобиана, уместно рассмотреть классическое преобразование эк­

ваториальных координат (𝛼, 𝛿) на разницу эпох 𝑡:

𝛼 = 𝛼0 + 𝑡𝜇𝛼0 ,

𝛿 = 𝛿0 + 𝑡𝜇𝛿0
(1.57)

Полезно отметить, что в этом уравнении собственное движение по прямому

восхождению не содержит фактор cos 𝛿. Строго говоря, это не очень хорошая

физическая модель того, как звезды движутся по небесной сфере: в общем слу­

чае она описывает спиральное движение к одному из полюсов, тогда как реаль­

ные (невозмущенные) звезды движутся по дугам большого круга. Хотя разница
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по отношению к строгой модели, изложенной в разделе 1.2, часто очень мала,

она становится существенной на больших интервалах времени или для звезд

вблизи небесных полюсов. Тем не менее, эти формулы вполне приемлемы при

небольших разностях эпох. Так, например, оно были успешно применены для

сравнительного анализа позиционной точности различных астрометрических

каталогов [20; 21].

В этой модели изменения в компонентах собственного движения и в парал­

лаксе пренебрегаются, и якобиан для преобразования эпох тогда имеет вид

𝐽 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 𝑡 0 0

0 1 0 0 𝑡 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (1.58)

Обратное преобразование получается обащением знака времени: 𝑡→ −𝑡. Неслож­

но проверить, что полученная таким образом матрица действительно является

обратной по отношению к (1.58).

Ковариационная матрица шести астрометрических параметров на эпоху 𝑡

находится из (1.38); это, в частности, даёт дисперсии координат:

𝜎2𝛼 =
[︀
𝜎2𝛼 + 2𝑡𝜌𝜇𝛼

𝛼 𝜎𝛼𝜎𝜇𝛼
+ 𝑡2𝜎2𝜇𝛼

]︀
0
, (1.59)

𝜎2𝛿 =
[︀
𝜎2𝛿 + 2𝑡𝜌𝜇𝛿

𝛿 𝜎𝛿𝜎𝜇𝛿
+ 𝑡2𝜎2𝜇𝛿

]︀
0
. (1.60)

Все величины в правых частях уравнений (1.59) и (1.60) относятся к начальной

эпохе. Символом 𝜌𝑦𝑥 здесь обозначена корреляция между астрометрическими

параметрами 𝑥 и 𝑦.

Наконец, рассмотрим предельный случай очень большой разности эпох.

Полагая формально 𝑡→ ∞, получаем

𝜎𝛼 → 𝑡𝜎𝜇𝛼
, 𝜎𝛿 → 𝑡𝜎𝜇𝛿

, (1.61)
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тогда как 𝜎𝜛, 𝜎𝜇𝛼
, 𝜎𝜇𝛿

, и 𝜎𝜇𝑟
остаются прежними. Аналогично, можно найти

предельные величины всех девяти коэффициентов корреляции:

𝜌𝛿𝛼 → 𝜌𝜇𝛿
𝜇𝛼
, 𝜌𝜛𝛼 → 𝜌𝜇𝛼

𝜛 , 𝜌𝜇𝛼
𝛼 → 1 , 𝜌𝜇𝛿

𝛼 → 𝜌𝜇𝛿
𝜇𝛼
, 𝜌𝜇𝑟

𝛼 → 𝜌𝜇𝑟
𝜇𝛼
,

𝜌𝜛𝛿 → 𝜌𝜇𝛿
𝜛 , 𝜌𝜇𝛼*

𝛿 → 𝜌𝜇𝛿
𝜇𝛼*

, 𝜌𝜇𝛿

𝛿 → 1 , 𝜌𝜇𝑟

𝛿 → 𝜌𝜇𝑟
𝜇𝛿
.

⎫⎬⎭ (1.62)

Таким образом, вся информация о начальных корреляциях между координата­

ми (𝛼, 𝛿) и остальными четырьмя астрометрическими параметрами становится

менее значимой по мере увеличения разницы эпох и окончательно забывает­

ся в долгосрочной перспективе. Аналогичные соображения остаются в силе и

для строгого преобразования эпох, однако их непосредственная демонстрация

сопряжена со значительными математическими трудностями.

1.5. Применимость стандартной модели

В этом разделе кратко рассмотрены условия, при которых движение звезд

можно считать равномерным. Равномерное движение подразумевает отсутствие

ускорения. На практике, однако, ускоренное движение можно считать равномер­

ным, если наблюдаемые эффекты, вызванные ускорением, пренебрежимо малы

по сравнению с требуемой астрометрической точностью. Влияние постоянно­

го ускорения 𝑎 на барицентрическое положение звезды в течение промежутка

времени 𝑡 равно Δ𝑅 ≃ 𝑎𝑡2/2. Соответствующее изменение углового положе­

ния 𝜃 звезды равно Δ𝜃 ≃ 𝑎⊥𝑡
2/(2𝑏), где 𝑎⊥ – тангенциальная составляющая

ускорения. Движение можно считать равномерным, если |Δ𝜃| ≪ 𝜎𝜃, где 𝜎𝜃 –

требуемая позиционная точность. Для собственного движения мы аналогично

имеем условие |Δ𝜇| ≪ 𝜎𝜇, где Δ𝜇 ≃ 𝑎⊥𝑡/𝑅. Первый (позиционный) критерий

является более строгим, если 𝑡 превышает 2𝜎𝜃/𝜎𝜇.
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Ускорение вдоль луча зрения, 𝑎‖ (считающееся положительным, когда на­

правлено от БСС), вызывает изменение параллакса Δ𝜛 ≃ −𝐴𝑎‖𝑡2/(2𝑏2) и ра­

диальной скорости Δ𝑣𝑟 ≃ 𝑎‖𝑡. Если 𝑎⊥ и 𝑎‖ – величины одного порядка, мы

обнаруживаем, что |Δ𝜛|/|Δ𝜃| ≃ 𝐴/𝑅 ≪ 1, поэтому влияние ускорения на па­

раллакс пренебрежимо мало по сравнению его влиянием на видимое положение

звезды.

Мы не рассматриваем здесь ускорение, вызванное звездными или плане­

тарными спутниками, которое влияет на конкретные объекты весьма специфи­

ческим образом и может быть весьма важным. Действительно, одна из целей

гипотезы равномерной прямолинейности как раз и заключается в том, чтобы

обеспечить обнаружение таких случаев. Вместо этого нам нужно рассмотреть

ускорения, которые влияют на все или большинство звезд и которые, следова­

тельно, могут потенциально сделать модель неприменимой в качестве основы

для высокоточного астрометрического анализа. Наиболее важное такое ускоре­

ние вызвано крупномасштабным гравитационным полем Галактики, т. е. кри­

визной галактических звездных орбит.

В произвольной точке 𝑅 в Галактике (относительно БСС) вектор уско­

рения можно оценить как 𝑎 = −∇𝜓, где 𝜓 — некоторая подходящая модель

галактического потенциала [35]. Следует напомнить, что равномерная прямо­

линейная модель относится к движению звезд относительно барицентра сол­

нечной системы, а сам барицентр подвержен некоторому ускорению 𝑎(0). На­

блюдаемые эффекты поэтому должны быть оценены для относительного уско­

рения Δ𝑎 = 𝑎(𝑅) − 𝑎(0), а обсуждаемые выше величины 𝑎‖ и 𝑎⊥ являются,

следовательно, компонентами Δ𝑎 вдоль и перпендикулярно лучу зрения. Обе

компоненты исчезают при 𝑅 → 0. Следует отметить, ускорение БСС вызывает

некоторые наблюдаемые эффекты в собственных движениях всех объектов из­

за медленно меняющейся вековой аберрации [31; 83; 98]. Исследования галак­

тических движений должны в принципе проводиться в галактоцентрической

системе отсчета, и преобразование из барицентрических величин должно учи­
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тывать этот эффект, а также саму вековую аберрацию (для положений). Мы

не будем здесь подробно касаться этих вопросов.

Однако, вместо использования (довольно неопределенной) глобальной по­

тенциальной модели, более наглядно проанализировать дифференциальные эф­

фекты, основанные на нескольких относительно хорошо определенных струк­

турных галактических параметрах. Мы предполагаем осесимметричный потен­

циал в галактоцентрических цилиндрических координатах (ℛ, 𝑧) и отдельно

рассматриваем компоненты ускорения в галактической плоскости (вдоль ℛ) и

перпендикулярно ей (вдоль 𝑧).

1.5.1. Ускорение в галактической плоскости

В осесимметричном приближении ускорение в плоскости Галактики на­

правлено к центру Галактики и имеет величину 𝑎 = 𝑉 (ℛ)/ℛ2, где 𝑉 (ℛ) обозна­

чает круговую скорость на галактоцентрическом расстоянии ℛ. Солнечная си­

стема расположена близко к плоскости Галактики на расстоянии ℛ0 ≃ 8.4 кпк

от центра Галактики, где круговая скорость составляет 𝑉0 ≡ 𝑉 (ℛ0) ≃ 254 км/с

[120]. Ускорение в месте расположения Солнца составляет, таким образом, 𝑎0 =

𝑉 2
0 /ℛ0 ≃ 2.5× 10−10 м/с2.

Как угловое смещение звезды, так и изменение собственного движения

пропорциональны отношению 𝑎⊥/𝑅, которое оказывается независящим от рас­

стояния для достаточно малых 𝑅, то есть в солнечной окрестности. Интересно

вывести соответствующие локальные приближения для компонент ускорения.

Это можно сделать в полной аналогии с известным выводом формул Оорта для

радиальной и тангенциальной скоростей круговых движений в терминах посто­

янных Оорта 𝐴 и 𝐵 [34]. Если 𝑎(ℛ) обозначает ускорение по направлению к
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галактическому центру на радиусе ℛ, то находим

𝑎⊥/𝑅 = −𝐸 sin 2𝑙 , 𝑎‖/𝑅 = 𝐹 + 𝐸 cos 2𝑙 , (1.63)

где

𝐸 =
1

2

(︃
𝑎0
ℛ0

− d𝑎

dℛ

⃒⃒⃒⃒
ℛ=ℛ0

)︃
и 𝐹 = −1

2

(︃
𝑎0
ℛ0

− d𝑎

dℛ

⃒⃒⃒⃒
ℛ=ℛ0

)︃
(1.64)

представляют собой константы аналогичные постоянным Оорта 𝐴 и 𝐵. Исполь­

зуя соотношение 𝑎(ℛ) = 𝑉 (ℛ)/ℛ2, можно выразить 𝐸 и 𝐹 через постоянные

Оорта следующим образом

𝐸 = 2𝐴(𝐴−𝐵) , 𝐹 = (𝐴+𝐵)(𝐴−𝐵) . (1.65)

В уравнении (1.63) ускорение 𝑎⊥ считается положительным в направлении воз­

растания галактической долготы 𝑙. Так как кривая галактического вращения

слабо зависит от расстояния (𝐴 + 𝐵 = 0), имеем 𝐹 ≃ 0 и 𝐸 ≃ Ω2
0, где

Ω0 = 𝑉0/ℛ0 ≃ 9.8×10−16 с−1 – угловая скорость, отвечающая положению Солн­

ца. Угловое смещение звезды за время 𝑡, вызванное галактическим вращением

можно поэтому оценить как

Δ𝜃 ≃ −1

2
(Ω0𝑡)

2 sin 2𝑙 ≃ (−1.0 мксд)×
(︂

𝑡

100 лет

)︂2

× sin 2𝑙 . (1.66)

Отсюда видно, что на микросекундном уровне точности этим эффектом можно

пренебречь на интервале времени до 100 лет. Аналогично, изменение лучевой

скорости составляет

Δ𝑣𝑟 ≃ Ω2
0𝑡𝑅 cos 2𝑙 ≃ (0.09 м/с) ×

(︂
𝑡

100 лет

)︂
×
(︂

𝑅

1 кпк

)︂
× cos 2𝑙 . (1.67)

При выводе этой формулы мы опять использовали независимость кривой вра­

щения от расстояния.

На больших расстояниях от Солнечной системы дифференциальное уско­

рение по порядку величины совпадает с солнечным ускорением 𝑎0 = Ω2
0ℛ0.
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Астрометрические эффекты пропорциональны 𝑎⊥/𝑅 ∼ 𝑎0/ℛ0 = Ω2
0, поэтому

они имеют тот же порядок величины, что и вычисленные выше для окрестно­

сти Солнца.

1.5.2. Ускорение перпендикулярно галактической плоскости

В солнечной окрестности компонент ускорения, перпендикулярный плос­

кости Галактики, на расстоянии 𝑧 от плоскости, приблизительно определяется

как 𝑎(𝑧) = −2𝜋𝐺Σ(𝑧), где Σ(𝑧) =
∫︀ 𝑧

−𝑧 𝜌(𝑧
′) d𝑧′ – поверхностная плотность в пре­

делах ±𝑧 плоскости Галактики. В пределах нескольких сотен парсек от Солнца

мы можем предположить приблизительно постоянную плотность массы 𝜌0, что

дает 𝑎(𝑧) ≃ −𝐾𝑧, где 𝐾 = 4𝜋𝐺𝜌0 – квадрат угловой частоты колебаний в

𝑧. Ускорение относительно БСС описывается такой же формулой, если 𝑧 ин­

терпретировать как вертикальную координату звезды относительно Солнца, то

есть 𝑧 = 𝑅 sin 𝑏. Для компонентов 𝑎(𝑧), перпендикулярных лучу зрения и вдоль

него, мы легко находим

𝑎⊥/𝑅 = −1
2𝐾 sin 2𝑏 , 𝑎‖/𝑅 = −1

2𝐾 + 1
2𝐾 cos 2𝑏 , (1.68)

где ускорение 𝑎⊥ считается положительным в направлении возрастания галак­

тической широты 𝑏. Используя 𝜌0 ≃ 0.1𝑀⊙ пк−3 [75], имеем𝐾 ≃ 5.7×10−30 с−2,

получаем оценку углового смещения звезды на время 𝑡:

Δ𝜃 ≃ −1

4
𝐾𝑡2 sin 2𝑏 ≃ (−2.9 мксд)×

(︂
𝑡

100 лет

)︂2

× sin 2𝑏 (1.69)

и соответствующее изменение лучевой скорости

Δ𝑣𝑟 ≃ −𝐾𝑡𝑅 sin2 𝑏 ≃ (−0.28 м/с) ×
(︂

𝑡

100 лет

)︂
×
(︂

𝑅

1 кпк

)︂
× sin2 𝑏 . (1.70)
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Эти формулы пригодны для расстояний 𝑅 не превышающих несколько сотен

парсек; на больших расстояниях величины рассматриваемых эффектов могут

быть значительно меньше.

Таким образом, эффекты, вызванные ускорением, перпендикулярным плос­

кости Галактики, более значительны, чем эффекты, вызванные ускорением в

плоскости Галактики. С физической точки зрения, это обусловлено более корот­

ким периодом колебаний в направлении 𝑧, 2𝜋𝐾−1/2 ≃ 84 ·106 лет, по сравнению

с круговым периодом 2𝜋/Ω0 ≃ 200 · 106 лет. Однако общий вывод заключа­

ется в том, что на микросекундном уровне точности эффекты галактического

ускорения пренебрежимо малы в течение периодов времени не менее 50 лет.

1.6. Выводы к первой главе

Представлена стандартная астрометрическая модель, базирующаяся на по­

ложении о равномерном прямолинейном движении одиночных звёзд относитель­

но барицентра Солнечной системы. Хотя этот термин и не является общеупотре­

бительным, его использование представляется правомерным ввиду формальной

простоты этой модели и того обстоятельства, что в настоящее время она лежит

в основе как обработки, так и использования высокоточных астрометрических

данных. Существенной чертой этой модели является включение информации о

радиальном движении звезды. С этой целью вводится радиальное собственное

движение 𝜇𝑟, представляющее собой лучевую скорость, делённую на расстоя­

ние. Эта величина имеет тот же порядок, что и обычные компоненты собствен­

ного движения и её удобно измерять в соответствующих единицах, например,

в мсд/год.

Помимо собственно формулировки модели, установлены пределы её приме­
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нимости: на микросекундном уровне точности влиянием галактического уско­

рения на барицентрическое движение звёзд можно пренебречь в течение по

крайней мере пятидесяти лет.

В рамках стандартной астрометрической модели кинематическое состоя­

ние звезды описывается вектором из шести астрометрических параметров (𝛼,

𝛿, 𝜛, 𝜇𝛼*, 𝜇𝛿, 𝜇𝑟). Разработана математически строгая и полностью обрати­

мая процедура перехода от одной эпохи к другой для полного вектора шести

астрометрических параметров и соответствующих ковариаций. Эта процедура

включена в официальную документацию по проекту Gaia и опубликована на

сайте Европейского космического агентства [150].
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Глава 2

Влияние нестабильности базового угла на

систематические ошибки параллаксов для

сканирующего астрометрического спутника

Космическая астрометрическая миссия Европейского космического агент­

ства Gaia, направленная на определение астрометрических параметров по мень­

шей мере одного миллиарда звезд с точностью до десяти микросекунд дуги

[56], была запущена в декабре 2013 года [68]. Gaia основана на тех же принци­

пах наблюдения, что и весьма успешная пионерская астрометрическая миссия

Hipparcos [136]. В частности, оба спутника используют оптическую систему,

обеспечивающую два направления обзора, разделенные широким углом, кото­

рый именуется базовым углом [112]. Цель этой главы – показать, как определен­

ные зависящие от времени изменения базового угла могут смещать нуль-пункт

параллаксов в астрометрическом решении, полученном из наблюдений с борта

сканирующего спутника, использующего такую конструкцию.

Обработка данных для астрометрического спутника должна, насколько

это возможно, основываться на принципе самокалибровки [90]. Это означает,

что одни и те же данные наблюдений используются для определения как ин­

тересных с научной точки зрения астрометрических параметров, так и вспомо­

гательных величин, которые описывают калибровку инструмента, ориентацию

спутника и другие компоненты модели наблюдения [56]. Однако самокалибров­

ка имеет ограниченную применимость, когда изменения различных параметров

не производят полностью независимых эффектов в наблюдаемых. Такого рода

ситуации могут возникать, когда изменение определенных параметров приво­

дит к изменениям в наблюдаемых, которые напоминают изменения, вызван­
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ные изменением некоторых других параметров. Чем более схожи изменения в

наблюдаемых, тем сильнее корреляция между параметрами. Если изменения

идентичны, проблема оценки параметров вырождена, что означает, что один и

тот же набор наблюдаемых одинаково хорошо описывается различными набо­

рами значений параметров.

Пока вырождение затрагивает только инструментальные параметры, оно

не влияет на астрометрическое решение и приводит только к произвольному,

но несущественному сдвигу соответствующих инструментальных параметров.

Однако, если есть вырождение между астрометрическими и инструменталь­

ными параметрами, процесс самокалибровки, в общем, приводит к смещенной

астрометрии. Небесная система отсчёта является примером полного вырожде­

ния между астрометрическими и параметрами ориентации, которое может быть

снято только с помощью внешних данных, в данном случае положений и соб­

ственных движений ряда внегалактических объектов [85; 96]. Что касается па­

раметров калибровки инструмента, можно сформулировать модель калибровки

таким образом, чтобы избежать (почти)вырождений среди ее параметров, а так­

же между параметрами калибровки и ориентации.

В реальности, однако, возможна ситуация, когда существует высокая сте­

пень корреляции между некоторыми инструментальными эффектами и астро­

метрическими параметрами. По определению, такие эффекты нельзя обнару­

жить в ходе астрометрического решения, например, из анализа невязок; их

наличие можно установить только путём сопоставления с внешними данными,

такими как астрофизическая информация или независимая метрология. В про­

екте Gaia выбран последний вариант, как подробно описано в разделе 2.3.1.

Базовый угол является важным примером величины, которая может изме­

няться таким образом, что не может быть полностью откалибрована из наблю­

дений. Уже в первые годы проекта Hipparcos было осознано, что определенные

периодические вариации базового угла, вызванные неравномерным нагревом

спутника солнечным излучением, приводят к глобальному смещению параллак­
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сов [89]. Последующие анализы [29; 140] пришли к выводу, что возможное вли­

яние на параллаксы Hipparcos было незначительным, что предполагает очень

хорошую краткосрочную стабильность базового угла в этом спутнике.

Для Gaia ситуация иная. Гораздо более высокая точность, на которую наце­

лена эта миссия, требует очень тщательного рассмотрения возможных смеще­

ний, вносимых некалиброванными инструментальными эффектами, включая

вариации базового угла. Это ещё более очевидно ввиду очень значительной

амплитуды ∼1 мсд, вариаций базового угла, измеренных бортовой метрологи­

ческой системой Gaia [68; 93]. В этом контексте почти вырожденность между

нуль-пунктом параллаксов и возможным изменением базового угла, вызванным

солнечным излучением, особенно актуальна. Теоретический анализ проблемы,

представленный здесь, расширяет и проясняет более ранние аналитические ре­

зультаты [86; 89] и [139; 140].

Ситуация усугубилась тем, что в литературе были опубликованы две раз­

личные формулы для сдвига параллаксов, вызываемого колебаниями базового

угла с амплитудой 𝑎. В работе [86] была приведена формула

𝛿𝜛 =
1

sin (Γ/2)

𝑎

2 (𝑏/𝐴) sin 𝜉
, (2.1)

тогда как формула, полученная в статье [140], имела вид

𝛿𝜛 =
sin (Γ/2)

(1 + cos (Γ/2))2
𝑎

2 (𝑏/𝐴) sin 𝜉
. (2.2)

Здесь 𝑏 – средний радиус орбиты Gaia, Γ – базовый угол, 𝜉 – угол между осью

вращения космического аппарата и направлением на Солнце. Первая формула

даёт 𝛿𝜛 = 0.87𝑎, тогда как вторая приводит к результату 𝛿𝜛 = 0.40𝑎. Целью

выполненного исседования было устранить возникшее противоречие и прояс­

нить прочие вопросы, связанные с указанной проблемой.
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2.1. Основные уравнения

В этом разделе рассматривается, как малые возмущения различных па­

раметров изменяют наблюдаемые величины. Сначала демонстрируется, что в

первом порядке по малым углам произвольные изменения наблюдаемых эквива­

лентны определенным изменениям базового угла и ориентации (разделы с 2.1.1

по 2.1.4). Затем находятся изменения наблюдаемых величин из-за общего сдвига

всех параллаксов (раздел 2.1.6). Объединяя эти результаты, в разделах 2.1.7 и

2.1.8 выводятся такие изменения базового угла и ориентации, наблюдательные

проявления которых неотличимы от эффекта глобального сдвига параллаксов.

2.1.1. Система отсчёта

Для изучения связи между параметрами инструмента и параллаксом удоб­

но использовать вращающуюся систему отсчёта, совмещенную с полями зрения.

Эта система, известная как сканирующая система отсчёта (ССО) [96], изобра­

жена на рисунке 2.1. Она определяется осями инструмента 𝑥, 𝑦, 𝑧; при этом

ось 𝑧 направлена вдоль оси вращения космического аппарата, ось 𝑥 лежит на

биссектрисе угла между линиями визирования бортовых телескопов, разделен­

ными базовым углом Γ, а ось 𝑦 = 𝑧 × 𝑥 замыкает правую тройку векторов.

Направление на объект задаётся единичным вектором

𝑢 = 𝑥 cos𝜙 cosℎ+ 𝑦 sin𝜙 cosℎ+ 𝑧 sinℎ , (2.3)

с инструментальными углами 𝜙 и ℎ, описывающими положение объекта отно­

сительно ССО. Для звезды в предыдущем поле зрения (PFoV) 𝜙 ≃ +Γ/2, а в

следующем поле зрения (FFoV) 𝜙 ≃ −Γ/2.
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Рис. 2.1. – Определение осей 𝑥, 𝑦 и 𝑧 сканирующей системы координат (ССО), которая

жестко связана с космическим аппаратом. Базовый угол Γ равен угловому расстоянию меж­

ду полями зрения бортовых телескопов. Углы 𝑔 и ℎ задают наблюдаемое направление на

объект 𝑢 в каждом из полей зрения. Инструментальный угол 𝜙 отсчитывается от оси 𝑥 в на­

правлении вращения аппарата. Направление на барицентр Солнечной системы определяется

углами 𝜉 и Ω.
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2.1.2. Полевые координаты

Наблюдение объекта состоит в измерении координат его изображения в

фокальной плоскости в определенное время. На практике измерение выража­

ется в координатах детектора, таких как пиксели, но здесь мы рассматривали

идеализированную систему, обеспечивающую прямое измерение двух коорди­

нат 𝑔 и ℎ в соответствующем поле зрения, именуемых в дальнейшем полевыми

координатами. В то время как поперечная координата ℎ совпадает с соответ­

ствующим инструментальным углом, продольная координата 𝑔 отсчитывается

от центра соответствующего поля зрения в направлении вращения спутника.

Проецируемый на небо центр поля зрения определяет два направления наблю­

дения, разделенные базовым углом Γ. Таким образом,

𝑔p = 𝜙− Γ/2 в предыдущем поле зрения

𝑔f = 𝜙+ Γ/2 в последующем поле зрения

⎫⎬⎭ , (2.4)

где индексы p и f обозначают значения для предыдущего и последующего поля

зрения соответственно. Мы предположили, что инструмент идеален, за исклю­

чением базового угла Γ, который может отклоняться от своего номинального

(условного) значения Γc:

Γ(𝑡) = Γc + 𝛿Γ(𝑡) . (2.5)

Важно отметить, что определённая таким образом продольная координата 𝑔

отличается от продольной координаты 𝜂, обычно используемой в контексте об­

работки данных Gaia [96]. В то время как 𝜂 измеряется от фиксированного,

условного начала координат в 𝜙 = ±Γc/2, наша 𝑔 измеряется от фактического,

переменного центра поля в 𝜙 = ±Γ(𝑡)/2. Это различие мотивирует изменение

обозначения с 𝜂 на 𝑔. Для согласованности соответствующее изменение было

сделано и для поперечного направления, хотя наша ℎ такая же, как поперечная

координата 𝜁, используемая при обработке данных Gaia.
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2.1.3. Вариации полевых координат вследствие изменений базового

угла

Любое увеличение или уменьшение базового угла заставляет поля зрения

отдаляться друг от друга или приближаться друг к другу. Это, в свою очередь,

изменяет наблюдаемую полевую координату 𝑔 для данного звездного изобра­

жения. Однако, поскольку ориентация космического аппарата, определяемая

положением осей ССО относительно небесной системы координат, неизменна,

значение 𝜙 для данной звезды не зависит от базового угла. Например, в преды­

дущем поле зрения увеличение базового угла приводит к смещению наблюдае­

мого изображения относительно центра поля зрения, так что наблюдаемая про­

дольная полевая координата 𝑔p уменьшается. Противоположный эффект имеет

место в следующем поле зрения. Поперечные полевые координаты ℎp и ℎf при

этом, очевидно, не изменяются. Изменения полевых координат, вызванные из­

менением базового угла 𝛿Γ, таким образом, определяются выражениями

𝛿𝑔p = −1
2 𝛿Γ

𝛿𝑔f = +1
2 𝛿Γ

𝛿ℎp = 0

𝛿ℎf = 0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (2.6)

Это согласуется с уравнением (2.4), принимая во внимание, что 𝛿𝜙 = 0.
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2.1.4. Вариации полевых координат вследствие изменений

ориентации космического аппарата

В процедуре редукции наблюдательных данных, используемой в проекте

Gaia, ориентация космического аппарата параметризуется посредством кватер­

нионов [96]. Для наших целей удобнее описывать небольшие изменения ори­

ентации с помощью трех малых углов 𝛿𝑥, 𝛿𝑦 и 𝛿𝑧, представляющих вращения

вокруг соответствующих осей ССО. Поскольку направление на звезду, опре­

деляемое единичным вектором 𝑢, здесь рассматривается как фиксированное,

соответствующие изменения в наблюдаемых полевых координатах имеют вид

𝛿𝑔p = −𝛿𝑧

𝛿𝑔f = −𝛿𝑧

𝛿ℎp = cos(Γc/2) 𝛿𝑦 − sin(Γc/2) 𝛿𝑥

𝛿ℎf = cos(Γc/2) 𝛿𝑦 + sin(Γc/2) 𝛿𝑥

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (2.7)

В этих и следующих уравнениях мы пренебрегли членами второго и более вы­

соких порядков в 𝛿𝑥, 𝛿𝑦, 𝛿𝑧 и 𝛿Γ. Для этого приближения мы могли бы исполь­

зовать Γc вместо Γ в тригонометрических множителях.

2.1.5. Совместные изменения базового угла и ориентации

Объединяя уравнения (2.6) и (2.7), мы видим, что одновременное изме­

нение базового угла на 𝛿Γ и ориентации на 𝛿𝑥, 𝛿𝑦, 𝛿𝑧 даёт следующее общее
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изменение полевых координат:

𝛿𝑔p = −1
2 𝛿Γ− 𝛿𝑧

𝛿𝑔f = +1
2 𝛿Γ− 𝛿𝑧

𝛿ℎp = cos(Γc/2) 𝛿𝑦 − sin(Γc/2) 𝛿𝑥

𝛿ℎf = cos(Γc/2) 𝛿𝑦 + sin(Γc/2) 𝛿𝑥

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (2.8)

Точное обращение этой системы уравнений даёт

𝛿𝑥 =
1

2 sin (Γc/2)
(𝛿ℎf − 𝛿ℎp)

𝛿𝑦 =
1

2 cos(Γc/2)
(𝛿ℎp + 𝛿ℎf)

𝛿𝑧 = −1

2
(𝛿𝑔p + 𝛿𝑔f)

𝛿Γ = 𝛿𝑔f − 𝛿𝑔p

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (2.9)

Первые два уравнения в (2.9) показывают, что произвольные малые изменения

в поперечных координатах 𝛿ℎp и 𝛿ℎf до первого порядка могут быть представ­

лены как изменения в ориентации на 𝛿𝑥 и 𝛿𝑦. Аналогично, последние два урав­

нения показывают, что произвольные изменения в продольных координатах 𝛿𝑔p

и 𝛿𝑔f могут быть представлены как комбинация изменения базового угла 𝛿Γ и

изменения ориентации на 𝛿𝑧.

В общем случае произвольное возмущение наблюдаемых положений звезд,

будучи гладкой функцией времени и положения звезд, явно приводит к плав­

ному, зависящему от времени изменению 𝛿𝑔p, 𝛿𝑔f , 𝛿ℎp и 𝛿𝑔f . Из уравнения (2.9)

следует, что этот вид возмущения наблюдаемо неотличим от определенного за­

висящего от времени изменения 𝛿𝑥, 𝛿𝑦, 𝛿𝑧 и 𝛿Γ.
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2.1.6. Вариации полевых координат вследствие изменений

параллакса

Положение барицентра солнечной системы относительно инструмента за­

дётся расстоянием 𝑏 и двумя угловыми координатами. Мы взяли угловые ко­

ординаты 𝜉 и Ω, определенные на рисунке 2.1. Согласно закону сканирования,

угол 𝜉 почти постоянен, а Ω увеличивается линейно со временем по мере вра­

щения спутника. Барицентрическое положение спутника равно

𝑏 = 𝑏 (−𝑥 cosΩ sin 𝜉 + 𝑦 sinΩ sin 𝜉 − 𝑧 cos 𝜉) . (2.10)

Изменение направления, вызванное небольшой вариацией параллакса 𝛿𝜛, опи­

сывается уравнением (1.27). Выпишем его ещё раз:

𝛿𝑢 = 𝑢× [𝑢× (𝑏/𝐴)] 𝛿𝜛 . (2.11)

Теперь предположим, что направление на звезду меняется только из-за

изменения ее параллакса, тогда как базовый угол и ориентация остаются посто­

янными. Фиксированный мерный угол подразумевает 𝛿𝜙 = 𝛿𝑔. Фиксированное

положение означает, что 𝑥, 𝑦 и 𝑧 постоянны, так что уравнение (2.3) даёт из­

менение направления

𝛿𝑢 = 𝑣 cosℎ 𝛿𝑔 +𝑤 𝛿ℎ , (2.12)

где

𝑣 = −𝑥 sin𝜙+ 𝑦 cos𝜙

𝑤 = −𝑥 cos𝜙 sinℎ− 𝑦 sin𝜙 sinℎ+ 𝑧 cosℎ

⎫⎬⎭ (2.13)

являются единичными векторами в направлениях увеличения 𝜙 и ℎ соответ­

ственно. Они, очевидно, ортогональны друг другу и 𝑢. Приравнивая 𝛿𝑢 из

(2.11) и (2.12), и взяв скалярное произведение с 𝑣 и 𝑤, получаем

cosℎ 𝛿𝑔 = −𝑣′ (𝑏/𝐴) 𝛿𝜛

𝛿ℎ = −𝑤′ (𝑏/𝐴) 𝛿𝜛

⎫⎬⎭ . (2.14)
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Подставляя сюда уравнения (2.10) и (2.13), находим

cosℎ 𝛿𝑔 = − sin (Ω + 𝜙) sin 𝜉 (𝑏/𝐴) 𝛿𝜛

𝛿ℎ = [cosℎ cos 𝜉 − cos(Ω + 𝜙) sinℎ sin 𝜉] (𝑏/𝐴) 𝛿𝜛

⎫⎬⎭ . (2.15)

До этого момента выведенные формулы справедливы во всём поле зрения с

точностью до величин первого порядка малости. Чтобы продолжить, мы теперь

рассмотрим звезду, наблюдаемую в центре любого поля зрения, так что 𝑔 = ℎ =

0 и 𝜙 = ±Γc/2. В этом случае вариации полевых координат, вызванные 𝛿𝜛,

становятся

𝛿𝑔p = − sin (Ω + Γc/2) sin 𝜉 (𝑏/𝐴) 𝛿𝜛

𝛿𝑔f = − sin (Ω− Γc/2) sin 𝜉 (𝑏/𝐴) 𝛿𝜛

𝛿ℎp = cos 𝜉 (𝑏/𝐴) 𝛿𝜛

𝛿ℎf = cos 𝜉 (𝑏/𝐴) 𝛿𝜛 .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (2.16)

Рассмотрение только звезд в центре любого поля зрения фактически означает,

что мы пренебрегли конечным размером поля зрения. Как в Hipparcos, так и

в Gaia половинный размер поля зрения составляет Φ < 10−2 рад. Поскольку

|𝑔|, |ℎ| < Φ, пренебрегаемые члены в уравнении (2.16) имеют порядок Φ ×

𝛿, где 𝛿 представляет любую из величин 𝛿Γ, 𝛿𝑥 и т. д. Поэтому ожидается,

что уравнение (2.16) будет иметь точность < 1% в любой точке поля зрения.

Последствия этого приближения более подробно обсуждаются в разделе 2.3.4.

2.1.7. Соотношения между изменениями параллакса, базового угла

и ориентации

Подставляя уравнение (2.16) в уравнение (2.9), мы легко получаем соотно­

шение между изменением параллакса и соответствующими изменениями базо­
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вого угла и ориентации:

𝛿𝑥 = 0

𝛿𝑦 = cos 𝜉 sec(Γc/2) (𝑏/𝐴) 𝛿𝜛

𝛿𝑧 = sinΩ sin 𝜉 cos(Γc/2) (𝑏/𝐴) 𝛿𝜛

𝛿Γ = 2 cosΩ sin 𝜉 sin(Γc/2) (𝑏/𝐴) 𝛿𝜛

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (2.17)

Эти уравнения следует интерпретировать следующим образом: изменение па­

раллакса на 𝛿𝜛 неотличимо с точки зрения наблюдений (в порядке Φ×𝛿) от од­

новременного изменения ориентации на 𝛿𝑥, 𝛿𝑦, 𝛿𝑧 и базового угла на 𝛿Γ. Форму­

лы были выведены для одной звезды, но если 𝛿𝜛 одинакова для всех звезд, они

справедливы для всех наблюдений всех звезд. Таким образом, уравнение (2.17)

определяет конкретные вариации ориентации и базового угла, которые имити­

руют глобальное смещение параллакса. Примечательно, что вращение вокруг

оси 𝑥 не зависит от глобального изменения параллакса, тогда как вращение

вокруг оси 𝑦 не зависит от Ω и, следовательно, на практике почти постоянно.

В глобальном астрометрическом решении все параметры ориентации и

звездные параметры, включая 𝜛, одновременно подгоняются под наблюдения

𝑔 и ℎ. Определенное изменение базового угла в форме 𝛿Γ(𝑡) ∝ 𝑏 cosΩ sin 𝜉 затем

приводит к глобальному сдвигу подогнанных параллаксов вместе с некоторы­

ми зависящими от времени ошибками ориентации 𝛿𝑦, 𝛿𝑧. Поскольку эффекты

такого рода изменения базового угла полностью поглощаются параметрами ори­

ентации и параллаксами, изменение полностью вырождено со звездной и ори­

ентационной моделью и не может быть обнаружено из остатков подгонки.

Для спутника на орбите вокруг Земли, такого как Hipparcos, или вблизи

точки L2, такого как Gaia, барицентрическое расстояние 𝑏 практически посто­

янно. Для достижения стабильного теплового режима инструмента для скани­

рующего астрометрического спутника обычно выбирают закон сканирования

с постоянным углом между направлением на Солнце и осью вращения, так

называемым солнечным углом обзора. Это означает, что угол 𝜉 также почти
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постоянен (см. раздел 2.3.5). В разделе 2.1.8 рассмотривается случай, когда 𝑏 и

𝜉 точно постоянны. Тем не менее, в действительности и 𝑏, и 𝜉 несколько зависят

от времени, и этот случай обсуждается в разделе 2.3.3.

Поскольку 𝜉 и 𝑏 почти постоянны, вызывающее сдвиг параллаксов измене­

ние базового угла по существу имеет форму cosΩ, т.е. является периодической

функцией времени с периодом, равным периоду вращения космического аппара­

та вокруг своей оси. Это приводит к фундаментальному требованию к конструк­

ции сканирующего астрометрического спутника, а именно, что базовый угол не

должен иметь значительных периодических изменений с периодом, близким к

периоду вращения спутника, и, что особенно важно, в базовом угле должны

отсутствовать колебания вида cosΩ.

2.1.8. Гармоническое представление вариаций

Из уравнения (2.17) видно, что глобальный сдвиг параллакса соответству­

ет вариациям 𝛿Γ и 𝛿𝑧, пропорциональным cosΩ и sinΩ соответственно, тогда

как 𝛿𝑦 и 𝛿𝑥 постоянны. Эти величины соответствуют членам порядка 𝑘 = 0 и 1

в общих гармонических рядах:

𝛿𝑥 =
∑︁
𝑘≥0

𝑎
(𝑥)
𝑘 cos 𝑘Ω + 𝑏

(𝑥)
𝑘 sin 𝑘Ω

𝛿𝑦 =
∑︁
𝑘≥0

𝑎
(𝑦)
𝑘 cos 𝑘Ω + 𝑏

(𝑦)
𝑘 sin 𝑘Ω

𝛿𝑧 =
∑︁
𝑘≥0

𝑎
(𝑧)
𝑘 cos 𝑘Ω + 𝑏

(𝑧)
𝑘 sin 𝑘Ω

𝛿Γ =
∑︁
𝑘≥0

𝑎
(Γ)
𝑘 cos 𝑘Ω + 𝑏

(Γ)
𝑘 sin 𝑘Ω

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (2.18)

В частности, если 𝑎
(Γ)
𝑘 = 𝑏

(Γ)
𝑘 = 0, за исключением 𝑎

(Γ)
1 ̸= 0, мы находим сле­

дующие соотношения между амплитудой изменения базового угла, глобальным
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сдвигом параллаксов и ненулевыми гармониками ошибок ориентации:

𝛿𝜛 =
1

2 (𝑏/𝐴) sin 𝜉 sin(Γc/2)
𝑎
(Γ)
1 = 0.8738 𝑎

(Γ)
1 , (2.19)

𝑎
(𝑦)
0 =

1

tan 𝜉 sin Γc
𝑎
(Γ)
1 = 1.0429 𝑎

(Γ)
1 , (2.20)

𝑏
(𝑧)
1 =

1

2 tan(Γc/2)
𝑎
(Γ)
1 = 0.3734 𝑎

(Γ)
1 . (2.21)

Числовые значения соответствуют средним параметрам, относящимся к Gaia,

то есть Γc = 106.5∘, 𝜉 = 45∘ и 𝑏 = 1.01𝐴.

Целью данной статьи не является исследование возможных эффектов дру­

гих гармоник вариации базового угла. Однако можно отметить, что 𝑎
(Γ)
1 явля­

ется единственным гармоническим параметром, который вырожден с ориента­

цией и звездными параметрами. Это означает, что 𝑎
(Γ)
0 , 𝑏

(Γ)
1 и 𝑎

(Γ)
𝑘 , 𝑏

(Γ)
𝑘 для 𝑘 > 1

могут быть определены как параметры в калибровочной модели.

Выражение (2.19) даёт ответ на вопрос, какая из двух формул, упомяну­

тых в начале этой главы, правильным образом описывает сдвиг параллаксов.

Мы видим, что уравнение (2.1) является правильным, тогда как соотношение

(2.2) занижает величину нуль-пункта параллаксов на 54%. Примечательно, что

формулы (2.1) и (2.2) были выведены способом, отличным от использованного

в настоящей работе. Так, в работах [86] и [140] применялась сферическая три­

гонометрия, в то время как приведённый выше вывод основан на рассмотрении

соотношений между малыми вариациями соответствующих величин. Можно

сказать, что в нашем случае выражение (2.19) получено методом флуктуаций.

Коэффициент пропорциональности между амплитудой колебаний базово­

го угла и сдвигом параллаксов зависит от трёх величин: барицентрического

расстояния 𝑏, наклонения оси вращения космического аппарата к направлению

на Солнце 𝜉 и номинальной величины базового угла Γc. Первые два параметра

незначительно меняются со временем. Эффект таких изменений обсуждается в

разделе 2.3.3. Интересно отметить, что сдвиг параллаксов растёт с уменьшени­

ем Γc. Причина такого поведения рассматривается в разделе 2.3.2.
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2.2. Результаты численных экспериментов

В этом разделе мы представляем результаты численных тестов, проведен­

ных для проверки приведенных выше выводов. Для изучения различных аспек­

тов проблемы использовались два взаимодополняющих подхода: прямое реше­

ние, где обращение нормальной матрицы даёт корреляционную матрицу, содер­

жащую полную информацию о корреляциях между определяемыми величина­

ми; и блочно-итеративное решение, в котором последовательно определяются

поправки к различным группам неизвестных, аналогично методу, используе­

мому при обработке данных Gaia [96]. Хотя прямое решение может обрабаты­

вать только относительно небольшое количество звёзд и, следовательно, имеет

ограниченное практическое применение, оно позволяет нам исследовать важ­

ные математические свойства проблемы и изучать корреляции между всеми

параметрами. Напротив, итеративное решение не может предоставить такого

рода информацию, но является более реалистичным с точки зрения количества

звезд и успешно применялось при обработке реальных данных Gaia.

2.2.1. Прямое решение

Для прямых решений было разработано специальное программное обес­

печение для моделирования. Оно моделирует наблюдения небольшого числа

звезд и реконструкцию их астрометрических параметров на основе обычного

метода наименьших квадратов. Нормальные уравнения для неизвестных па­

раметров накапливаются, а нормальная матрица инвертируется с использова­

нием сингулярного разложения [69]. Это разложение позволило нам изучить
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математические свойства задачи, особенно детали ее вырожденности. Модели­

рование включало 104 звезд, равномерно распределенных по небесной сфере.

Наблюдения были получены с гармоническим возмущением базового угла, как

в уравнении (2.18d) с 𝑎
(Γ)
1 = 1 мсд. Для изучения эффектов вариаций базо­

вого угла в чистом виде к наблюдениям не добавлялся шум. Решения всегда

включают пять астрометрических параметров на звезду: два компонента поло­

жения, параллакс и два компонента собственного движения. Дополнительные

параметры, отражающие изменения положения и базового угла, были введены

в соответствии с требованиями различных типов решений.

Первый тест состоял в проверке уравнений (2.19)-(2.21). С этой целью бы­

ло сделано решение, включающее только астрометрические параметры (А) и

параметры ориентации (О). Часть решения, касающаяся ориентации, состояла

из девяти параметров: гармонических амплитуд 𝛿𝑥, 𝛿𝑦 и 𝛿𝑧, как указано в первых

трех уравнениях (2.18) для 𝑘 ≤ 1. Результаты этого решения, суммированные

в Таблице 2.1, находятся в очень хорошем согласии с теоретическими предска­

заниями. Небольшие отклонения от теоретических значений связаны с такими

факторами, как ограниченное число звезд, конечные размеры поля зрения и

ошибки округления.

В качестве дополнительного теста был выполнен анализ сингулярных чи­

сел нормальной матрицы. Как известно, сингулярные числа весьма полезны при

исследовании вопросов связанных с матричным вырождением. В частности, де­

фицит ранга равен количеству нулевых сингулярных чисел. В дополнение к

описанному выше решению, были выполнены три решения с различными на­

борами неизвестных, но всегда с использованием одних и тех же наблюдений.

Решение А включало только астрометрические параметры в качестве неизвест­

ных, решение АУ включало также амлитуды гармоник колебаний базового угла

𝛿Γ в последнем уравнении (2.18) для 𝑘 ≤ 1, решение АО содержало астромет­

рические параметры и ориентацию, а решение АОУ включало все три набора

неизвестных.
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Таблица 2.1. Глобальный сдвиг параллаксов и амплитуды нулевой и первой гармоник трёх

компонентов ориентации, полученые в ходе прямого решения при наличии гармонических

колебаний базового угла с амплитудой 𝑎
(Γ)
1 = 1 мсд.

Величина Теория, мсд Численный эксперимент, мсд

𝛿𝜛 0.8738 0.8735

𝑎
(𝑥)
0 0 4 · 10−6

𝑎
(𝑥)
1 0 9 · 10−6

𝑏
(𝑥)
1 0 2 · 10−6

𝑎
(𝑦)
0 1.0429 1.0423

𝑎
(𝑦)
1 0 2 · 10−5

𝑏
(𝑦)
1 0 −2 · 10−6

𝑎
(𝑧)
0 0 −8 · 10−6

𝑎
(𝑧)
1 0 −2 · 10−5

𝑏
(𝑧)
1 0.3734 0.3733

Результаты, суммированные в Таблице 2.2, снова подтверждают теоретиче­

ские предсказания. Задача близка к вырождению только в случае АОУ, где все

три типа параметров, звезда, базовый угол и ориентация, подгоняются одновре­

менно. В этом случае есть одно сингулярное число, ∼10−5, намного меньшее,

чем второе наименьшее значение, ∼10−2. Это указывает на то, что проблема

имеет дефицит ранга в один, что явно вызвано (почти)вырождением между

глобальным сдвигом параллакса и конкретными вариациями базового угла и

ориентации, описанными уравнениями (2.19)-(2.21). Во всех других случаях,

АУ, АО и А, не появляется никаких изолированных малых сингулярных чисел.

Тогда задача формально хорошо обусловлена, хотя, как мы видели в случае

АО, решения могут быть смещены вариациями базового угла.

То обстоятельство, что наименьшее сингулярное число в решении АОУ не

равно нулю, отчасти объясняется ошибками округления. Однако даже в точ­

ной арифметике прямое решение не представляет собой полностью вырожден­
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Таблица 2.2. Сингулярные числа 𝜎𝑖 нормальной матрицы для различных типов прямого

решения. Сингулярные числа отсортированы по возрастанию.

АОУ АУ АО А

𝜎1 5.6 · 10−6 0.015 0.017 0.017

𝜎2 0.017 0.017 0.017 0.017
...

...
...

...
...

𝜎max 1549 387 1549 0.886

ную задачу, поскольку, во-первых, строгое вырождение происходит только в

том случае, если пренебречь конечным размером полей зрения, и, во-вторых,

некоторые параметры миссии немного зависят от времени, но предполагались

постоянными по гармоническим представлениям в уравнении (2.18). Вопрос о

зависимости от времени более подробно рассматривается в разделе 2.3.3.

Параметры ориентации, используемые в прямом решении, не являются ре­

презентативными для какой-либо практически полезной модели ориентации, а

были выбраны исключительно для проверки ожидаемого вырождения с колеба­

ниями базового угла и нуль-пунктом параллаксов. В частности, гармоническая

модель 𝛿𝑥, 𝛿𝑦, 𝛿𝑧 в уравнении (2.18) не может описать твердотельное враще­

ние системы отсчёта, что объясняет, почему таблица 2.2 не показывает шести­

кратного вырождения между астрометрическими параметрами и параметрами

ориентации, которое возникает в том случае, когда на систему отсчёта не накла­

дывается никаких ограничений. Это упрощение устраняется в описанном ниже

полномасштабном решении, в котором используется полностью реалистичная

модель ориентации.
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2.2.2. Полномасштабное итеративное решение

Для проверки эффекта изменения базового угла в итеративном решении

мы использовали пакет програм AGISLab для моделирования Gaia [74]. Этот ин­

струмент позволяет нам моделировать независимые астрометрические решения

за разумное время, основываясь на тех же принципах, что и астрометрическое

глобальное итеративное решение [96], используемое для Gaia, но с использова­

нием меньшего количества звёзд и нескольких других упрощений, экономящих

время.

Для исследования нуль-пункта параллаксов мы провели ряд тестов для

различных значений базового угла в диапазоне от 30∘ до 150∘, включая значе­

ния Hipparcos и Gaia 58∘ и 106.5∘ соответственно. В этих симуляциях предпола­

гались номинальный закон сканирования Gaia и реалистичная геометрия полей

зрения Gaia, которые включают один миллион ярких звезд с 𝐺 = 13m равно­

мерно распределенных по небу и наблюдавшихся в течение пяти лет без мертво­

го времени. Предполагался номинальный шум наблюдения вдоль сканирования

95 мксд на ПЗС, основанный на расчетной производительности центроидизации

Gaia для звезд с 𝐺 = 13m. Согласно [56], это соответствует ожидаемой точности

в конце миссии около 10 мксд для параллаксов. Кроме того, были включены ва­

риации базового угла с амплитудой 𝑎
(Γ)
1 = 1 мсд. Неизвестные состояли из пяти

астрометрических параметров на звезду и параметров ориентации, основанных

на представлении B-сплайном компонентов кватерниона [96] с использованием

интервала узла 30 с. Поэтому моделирование AGISLab включает в себя мно­

жество подробных особенностей из наблюдений и редукций данных реальной

сканирующей астрометрической миссии, включая ряд эффектов более высокого

порядка, игнорируемых в нашем аналитическом подходе.

Параллаксы, полученные в итеративных решениях, смещены относитель­
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Рис. 2.2. – Глобальный сдвиг параллаксов вследствие колебаний базового угла вида cosΩ с

амплитудой 1 мсд. Точками показаны результаты численных экспериментов для различных

величин базового угла, включая значения, принятые в космических аппаратах Hipparcos и

Gaia. Сплошная линия отвечает теоретическому значению, описываемому уравнением (2.19).

но их «истинных» значений, предполагаемых при моделировании, случайными

и систематическими ошибками. Результаты для среднего смещения 𝛿𝜛 пока­

заны точками на рисунке 2.2. Кривая представляет собой теоретическую за­

висимость, описываемую уравнением (2.19). Точки отклоняются от кривой не

более чем на 1 мксд, или ≲ 0.1%. Случайные ошибки, измеренные с помощью

выборочного стандартного отклонения смещений отдельных параллаксов, со­

ставили 7.3 мксд во всех экспериментах, практически не зависят от базового

угла и примерно согласуются с ожидаемой точностью в конце миссии.
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2.3. Обсуждение

В предыдущих разделах мы показали, что глобальный сдвиг параллак­

сов наблюдаемо неотличим от определенного изменения во времени базового

угла. Соответствующее соотношение, строго справедливое в центре поля зре­

ния, задаётся последним тождеством в уравнении (2.17). Здесь мы переходим

к обсуждению некоторых практических следствий этого результата.

2.3.1. Физические причины возникновения колебаний вида cosΩ

Элементарные принципы проектирования привели к выбору почти посто­

янного угла 𝜉 (Рисунок 2.1) как для Hipparcos (43∘), так и для Gaia (45∘).

Более того, для спутника на орбите вокруг Земли или близко ко второй точ­

ке Лагранжа (L2) системы Солнце-Земля-Луна барицентрическое расстояние 𝑏

всегда близко к 1 а.е.. Форма изменения базового угла, которая вырождена с

параллаксом, тогда по существу пропорциональна cosΩ. Этот результат весьма

значим в отношении ожидаемых тепловых изменений инструмента. Косое сол­

нечное освещение вращающегося спутника может вызывать изменения базово­

го угла, которые являются периодическими с периодом вращения относительно

Солнца, что означает, что они имеют общую гармоническую форму последней

строки в уравнении (2.18). Почти постоянный, ненулевой коэффициент 𝑎
(Γ)
1 мо­

жет быть, таким образом, очень реалистичным физическим следствием способа

эксплуатации спутника.

Знание тесной связи между возможным тепловым воздействием на инстру­

мент и нуль-пунктом параллаксов привело к очень строгим инженерным специ­



69

фикациям для приемлемой амплитуды краткосрочных изменений базового угла

как в Hipparcos, так и в Gaia. В случае Gaia уже на ранней стадии проектиро­

вания было известно, что изменения базового угла не могут быть полностью

исключены пассивно и должны быть измерены. Поэтому Gaia включает в себя

специальную лазерно-интерферометрическую метрологическую систему, мони­

тор базового угла (Basic Angle Monitor, BAM) [105], для измерения краткосроч­

ных изменений. Согласно измерениям BAM, в течение первого года номиналь­

ных операций Gaia амплитуда члена cosΩ, отнесенная к 1.01 а.е. и эпохе 2015.0,

составляла около 0.848 мсд [93]. Без исправления такое большое изменение при­

вело бы к смещению параллакса в 0.741 мсд согласно уравнению (2.19). При

обработке наблюдений в проекте Gaia [65] наблюдения корректируются за ко­

лебания базового угла с использованием разработанной модели гармонических

колебаний.

2.3.2. Зависимость от величины базового угла

Из уравнения (2.19) видно, что сдвиг параллакса обратно пропорционален

sin(Γc/2). Для постоянной амплитуды члена cosΩ в вариации базового угла

сдвиг параллакса, следовательно, уменьшается с увеличением базового угла,

как показано на рисунке 2.2. С этой точки зрения оптимальный базовый угол,

следовательно, равен 180∘. Однако это значение было бы очень плохим для об­

щей обусловленности и точности астрометрического решения [90; 99; 100], что

вместо этого благоприятствует значению около 90∘. Более того, чувствитель­

ность к вариации cosΩ всего лишь в 1.4 раза меньше при 180∘, чем при 90∘.

Поэтому значение Gaia Γc = 106.5∘ является разумным выбором.

То, что чувствительность к вариации базового угла увеличивается с умень­
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шением Γc, можно понять из простых аргументов. Рассмотрим влияние сдвига

параллакса 𝛿𝜛 на продольные координаты. Пока номинальный базовый угол

Γc велик, эффекты в двух полях зрения существенно различаются. Однако чем

меньше базовый угол, тем более схожи эффекты в двух полях зрения. Это мож­

но увидеть из уравнения (2.16), но также очевидно и без какой-либо формулы.

Следует подчеркнуть, что именно вариации базового угла вызывают возмуще­

ния полевых координат; астрометрическое решение затем пытается найти такие

параллаксы и параметры ориентации, которые соответствуют возмущенным по­

левым координатам. Тогда очевидно, что меньший базовый угол потребует боль­

шего смещения параллакса для поглощения изменения базового угла заданной

амплитуды.

2.3.3. Зависимость величин 𝑏 и 𝜉 от времени

Как отмечено выше, барицентрическое расстояние 𝑏 и угол 𝜉 не являются

строго постоянными, а являются функциями времени. В этом случае уравне­

ние (2.17) даёт конкретные временные зависимости 𝛿Γ, 𝛿𝑥, 𝛿𝑦 и 𝛿𝑧, которые

вырождены с глобальным сдвигом параллакса. В частности,

𝛿Γ(𝑡) = 𝐶 𝑏(𝑡) sin 𝜉(𝑡) cosΩ(𝑡) , (2.22)

где 𝐶 — константа, неотличима от сдвига параллакса 𝛿𝜛 = 1
2𝐶/ sin(Γc/2).

Любая другая форма вариации 𝛿Γ(𝑡) не является полностью вырожденной

с 𝛿𝜛. Поэтому она может содержать компоненты, которые могут быть обнару­

жены путем анализа остатков и впоследствии устранены с помощью дополни­

тельных калибровочных членов. Однако произвольная вариация 𝛿Γ(𝑡) в общем

случае также содержит компонент вида (2.22), который приведет к некоторому

сдвигу параллакса. Этот сдвиг можно оценить, спроецировав эту вариацию на
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функцию в правой части уравнения (2.22) в смысле наименьших квадратов:

𝛿𝜛 =
𝐴

2 sin(Γc/2)

⟨︀
𝛿Γ(𝑡) 𝑏(𝑡) sin 𝜉(𝑡) cosΩ(𝑡)

⟩︀⟨︀
𝑏(𝑡)2 sin2 𝜉(𝑡) cos2Ω(𝑡)

⟩︀ , (2.23)

где угловые скобки обозначают усреднение по времени. Если 𝑏 и 𝜉 постоянны,

то множитель (𝑏 sin 𝜉)−1 можно вынести из усреднений. Если, кроме того, 𝛿Γ(𝑡)

строго периодична по Ω, то мы возвращаемся к уравнению (2.19).

Для космического аппарата Gaia, который работает в районе точки L2,

барицентрическое расстояние 𝑏 варьируется от 0.99 до 1.03 а.е. как комбинация

эксцентричности гелиоцентрической орбиты Земли, орбиты Лиссажу вокруг L2

и зависящего от времени смещения между Солнцем и барицентром солнечной

системы. Как обсуждалось в разделе 2.3.5 ниже, 𝜉 варьируется примерно на 1%

от своего номинального значения 45∘.

2.3.4. Эффекты размера полей зрения

Для вывода уравнений (2.16) и (2.17) мы пренебрегли конечным размером

поля зрения, рассматривая только наблюдения в центре поля (𝑔 = ℎ = 0). Это

было необходимо для получения точного соотношения между смещением парал­

лакса и вариациями базового угла и ориентации. В конечном поле зрения по­

являются дополнительные члены из-за вариации фактора параллакса по полю,

которая не может быть представлена уникальным набором вариаций базового

угла. Эти члены имеют порядок в Φ ≃ 10−2 раз меньше вариаций базового угла,

в которых Φ составляет половину размера поля зрения. Как следствие, вариа­

ция базового угла в форме уравнения (2.22) не является строго вырожденной с

𝛿𝜛 и углами ориентации, когда рассматривается конечное поле зрения. Однако

если прибор имеет также периодические оптические искажения отдельно в каж­

дом поле зрения, которые необходимо калибровать, то соответствующая, более
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сложная модель калибровки может способствовать вырождению и, в худшем

случае, восстановить полное вырождение.

2.3.5. Зависимость от гелиотропических координат

Сферические координаты 𝑏, 𝜉, Ω, введенные в разделе 2.1.6, определя­

ют положение барицентра Солнечной системы в сканирующей системе отсчё­

та (ССО). Это то, что имеет значение для расчета эффекта параллакса, ко­

торый зависит от смещения наблюдателя от барицентра. С другой стороны,

физическая значимость модуляции cosΩ связана с изменяющейся освещенно­

стью спутника Солнцем, которая зависит от гелиоцентрического расстояния 𝑏h

и гелиотропных углов 𝜉h и Ωh, которые представляют собой правильное направ­

ление к центру Солнца во время наблюдения. Разница между гелиотропными

и баритропными координатами составляет не более 0.01 а.е. и 0.01 рад соответ­

ственно. Это мало, но должно учитываться для точного моделирования измене­

ний базового угла. В этом контексте можно отметить, что ожидаемое тепловое

воздействие на спутник масштабируется как 𝑏−2
h , тогда как фактор параллакса

масштабируется как 𝑏. С другой стороны, закон сканирования выбирается так,

чтобы поддерживать 𝜉h как можно более постоянным, тогда как 𝜉 может из­

меняться на уровне 1%. Если базовый угол изменяется как 𝑏−2
h sin 𝜉h cosΩh, он

больше не имеет строгой формы уравнения (2.22). Результирующее смещение

параллакса можно оценить с помощью уравнения (2.23).
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2.3.6. Возможно ли снятие вырождения?

Если базовый угол изменяется вследствие изменения солнечного освеще­

ния вращающегося спутника, мы ожидаем увидеть смещение параллакса со­

гласно ур. (2.23). Однако, как обсуждалось выше, вырождение с нуль-пунктом

параллаксов не идеально, и в принципе это открывает возможность калибров­

ки вариаций базового угла из наблюдений. Можно использовать по крайней

мере три различных эффекта, которые способствуют нарушению вырождения:

конечный размер поля зрения (раздел 2.3.4), временную зависимость 𝑏 из-за

эксцентриситета орбиты Земли (раздел 2.3.3) и разницу между баритропным и

гелиотропным углами (раздел 2.3.5). К сожалению, все три эффекта проявля­

ются только на уровне нескольких процентов вариации или меньше, что делает

результат очень чувствительным к небольшим ошибкам в модели калибровки.

Более того, конечное поле зрения малополезно, если нам приходится калибро­

вать сложные периодические изменения оптических искажений независимо в

каждом поле зрения. Наилучший шанс может быть предоставлен временным

изменением 𝑏, для которого отношение эффекта параллакса к силе освещения

идет как 𝑏3 и, следовательно, меняется на ±5% в течение года. Таким образом,

надежда на преодоление вырожденности исключительно из самих наблюдений,

основанных на принципе самокалибровки, несколько ограничена.

2.4. Выводы ко второй главе

Представлен анализ влияния вариаций базового угла на глобальный сдвиг

параллаксов, полученных из наблюдений сканирующего астрометрического спут­
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ника с двумя полями зрения. Метод малых возмущений был использован для

получения изменений в четырёх наблюдаемых величинах, поперечных и про­

дольных полевых координатах в обоих полях зрения, возникающих в результате

возмущений четырёх параметров инструмента, базового угла и трех компонен­

тов ориентации. Наоборот, любое заданное возмущение четырёх наблюдаемых

полевых координат может быть в равной степени представлено определенной

комбинацией параметров инструмента. Применение этой техники к возмуще­

ниям, вызванным изменением параллакса, позволило получить зависящие от

времени изменения параметров инструмента, которые точно имитируют гло­

бальный сдвиг параллаксов.

Эти соотношения подтверждают предыдущие выводы о том, что колебания

базового угла вида 𝑎
(Γ)
1 cosΩ, где Ω – барицентрическая фаза спина, приводят

к глобальному сдвигу нуль-пункта параллаксов. В ходе проведённого исследо­

вания был дан ответ на вопрос, какая из имеющихся в литературе формул для

сдвига параллаксов является правильной. Было подтверждено, что выражение,

приведённое в работе [86], даёт верное значение для сдвига параллаксов, кото­

рое составляет ≃ 0.87𝑎
(Γ)
1 для параметров конструкции Gaia. Результаты чис­

ленного моделирования полностью согласуются с аналитическими формулами.

В общем, периодические изменения базового угла можно ожидать от теп­

лового воздействия солнечного излучения на вращающийся спутник [86; 89].

Эти периодические изменения обычно связаны с гелиотропной фазой спина Ωh,

которая близка к барицентрической фазе спина Ω. Если термически вызванные

изменения содержат значительную составляющую, пропорциональную cosΩh,

их влияние на наблюдения практически неотличимо от глобального сдвига па­

раллаксов. Хотя вырождение не является идеальным, его трудно его трудно

снять без привлечения других видов данных или внешней информации. В слу­

чае Gaia это означает, в частности, прямое измерение изменений базового угла

с помощью лазерной метрологии (BAM). Использование астрофизической ин­

формации, такой как параллаксы пульсирующих звезд [70; 146] и квазаров,
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имеет решающее значение для проверки успешного определения нулевой точки

параллакса.

Тот факт, что задача является почти полностью вырожденной только при

определении всех трёх групп параметров, позволяет по-новому взглянуть на

применимость принципа самокалибровки. Если бы ориентация не определялась

из наблюдений, то есть, если бы самокалибровка не использовалась для ориен­

тации, то сдвига параллаксов вследствие колебаний базового угла не происхо­

дило бы. Это обстоятельство обязательно должно быть принято во внимание

при планировании будущих проектов в области космической астрометрии.
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Глава 3

Использование априорной информации для

построения астрометрического каталога при

малом объёме наблюдательных данных

Путь звезды на небесной сфере в простейшем случае моделируется пятью

астрометрическими параметрами, представляющими ее положение (𝛼, 𝛿), па­

раллакс (𝜛) и собственное движение (𝜇𝛼*, 𝜇𝛿) на некоторую выбранную опор­

ную эпоху. Для определения всех пяти параметров необходимо как минимум

пять наблюдений, соответствующим образом распределенных во времени, и для

получения двумерных положений из одномерных сканов необходимы различные

направления сканирования. Из-за годовой периодичности параллакса наблюде­

ния должны охватывать как минимум целый год, чтобы надежно отделить па­

раллакс от собственного движения. Закон сканирования Gaia гарантирует, что

эти условия выполняются для звёзд в любой точке неба, если сканирование

длится достаточно долго. Номинальная продолжительность миссии в пять лет

обеспечивала достаточное количество возможностей для наблюдений, в среднем

около 70 транзитов поля зрения на звезду; в расширенной миссии среднее ко­

личество транзитов возросло вдвое. Этот высокий коэффициент избыточности

необходим для определения большого количества дополнительных параметров

(ориентация космического аппарата и калибровка инструмента) в дополнение

к астрометрическим параметрам, для оценки качества данных и для обнаруже­

ния случаев (например, двойных звёзд), когда стандартная астрометрическая

модель неприменима.

Однако неизбежно возникает множество ситуаций, когда звезда недоста­

точно хорошо наблюдается для определения всех ее пяти астрометрических
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параметров. К таким ситуациям относятся:

� Транзиентные объекты, такие как внегалактические сверхновые, галакти­

ческие карликовые новые и долгопериодические переменные звёзды, на­

пример, мириды. Подобные объекты могут наблюдаться всего несколько

месяцев, возможно, появляясь повторно через значительный промежуток

времени.

� Слабые звёзды около предельной звёздной величины Gaia. Номинально

все точечные источники ярче 20-й величины обнаруживаются и наблюда­

ются. Однако, поскольку бортовая оценка звёздной величины имеет неко­

торую неопределенность, звёзды на пределе обнаружения не всегда могут

наблюдаться, когда они проходят через фокальную плоскость. Поскольку

вероятность обнаружения падает с уменьшением яркости, большое коли­

чество слабых звёзд будут иметь сильно разреженную историю наблюде­

ний.

� Первый выпуск данных, основанный в основном на наблюдениях, собран­

ных в течение первого года миссии, когда большинство звёзд будут недо­

статочно изучены.

Если для данной звезды недостаточно наблюдений, простым решением яв­

ляется определение только ее положения (𝛼, 𝛿) на среднюю эпоху наблюдения.

Это всегда возможно: даже в случае одного транзита приблизительное положе­

ние можно вычислить, объединив измерения вдоль и поперек сканирования.

Может возникнуть вопрос о решении, включающем три или четыре аст­

рометрических параметра на звезду, например (𝛼, 𝛿, 𝜛) или (𝛼, 𝛿, 𝜇𝛼*, 𝜇𝛿).

Это означало бы, что собственное движение пренебрегается по сравнению с

параллаксом, или наоборот. Такой подход представляется нецелесообразным,

поскольку для большинства звёзд наблюдаемый эффект от пренебрегаемого

параметра будет иметь такую же величину, как и эффект от сохраняемого па­
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раметра. В дальнейшем, поэтому, рассматриваются только решения с двумя

или пятью астрометрическими параметрами.

Решение только для двух параметров положения 𝛼 и 𝛿 эквивалентно пред­

положению, что истинный параллакс и собственное движение объекта равны

нулю. Если это предположение верно (что может быть фактически так, напри­

мер, для квазаров), результирующая оценка положения будет несмещенной с

формальной неопределенностью, отражающей фактические ошибки. Однако,

если истинный параллакс и собственное движение не равны нулю, оценка по­

ложения будет, как правило, смещена. Его формальная неопределенность (ко­

торая не зависит от значения параллакса и собственного движения) останется

небольшой, поскольку исчисление ошибок учитывает только небольшой наблю­

дательный шум Gaia. В результате смещение часто будет во много раз больше

формальной неопределенности.

Предложенное решение заключается в оценке всех пяти параметров, при

этом включая априорную информацию о том, что параллакс и собственное дви­

жение обычно являются малыми, но ненулевыми величинами. Формально это

может быть достигнуто с помощью правила Байеса. Исследована задача опти­

мального выбора априорной информации, когда наблюдений недостаточно для

обычного пятипараметрического астрометрического решения. Были выполнены

различные численные эксперименты, основанные на смоделированных наблю­

дениях звёзд. Показано, что при подходящем выборе априорной информации

решение даёт разумные результаты с точки зрения как оценки положения звез­

ды, так и его формальной неопределенности.

Первый выпуск астрометрических результатов миссии Gaia был осуществ­

лён в 2016 году [93]. Из-за короткого интервала наблюдений этот выпуск со­

держал для большинства звёзд только средние положения. Исключением яв­

ляются звёзды Hipparcos и Tycho-2, для которых были определены все пять

астрометрических параметров с использованием процедур Hundred Thousand

Proper Motions (HTPM) [104] и Tycho-Gaia Astrometric Solution (TGAS) [102].
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Хотя рассматриваемая методика разрабатывалась специально для первого

выпуска данных Gaia, она имеет гораздо более широкую область применимости

и может быть использована в любой ситуации, когда количество и распреде­

ление наблюдений недостаточно для полного пятипараметрического решения.

Следует подчеркнуть, что использование априорной информации в астрометри­

ческом решении всегда приводит к смещенным оценкам параметров. Поэтому

предлагаемый рецепт следует использовать только тогда, когда это действи­

тельно необходимо, например, в ранее упомянутых случаях, и только для того,

чтобы получить положения с реалистичными оценками их неопределенностей.

Эти координаты являются ценными, например, для целей идентификации и в

качестве справочной информации для наземных наблюдений. Однако получен­

ные параллаксы и собственные движения не следует использовать.

3.1. Теоретическое обоснование

В этом разделе сначала описывается процедура оценки астрометрических

параметров как классическая задача наименьших квадратов, которая согласу­

ется с используемым в проекте Gaia общим астрометрическим решением [96].

Затем показано, как можно ввести гауссовское априорное распределение с помо­

щью правила Байеса. Наконец, обсуждается приемлемость гауссовых априор­

ных и апостериорных плотностей вероятности и их интерпретация в контексте

астрометрического решения.

В этой главе под неопределенностью понимается любая количественная

мера, характеризующая ожидаемую степень отклонения оцениваемой величи­

ны от ее истинного значения, тогда как под ошибкой понимается разница меж­

ду оценкой и истинным значением. В гауссовском контексте естественной ме­
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рой неопределенности является стандартное отклонение, но поскольку мы здесь

имеем дело с сильно негауссовыми распределениями (например, истинных зна­

чений параллакса), мы вместо этого используем меры, основанные на размере

доверительной области.

3.1.1. Оценивание астрометрических параметров с помощью метода

наименьших квадратов

Астрометрическое решение, используемое в проекте Gaia, представляет

собой блочно-итеративную процедуру, в которой различные группы парамет­

ров определяются последовательно [96]. При выполнении астрометрического

решения предполагается, что ориентация космического аппарата и калибров­

ка инструмента известны. В этом случае линеаризованная задача наименьших

квадратов для отдельной звезды, наблюдаемой 𝑛 раз, может быть записана в

матричной форме как

𝐴𝑥 ≃ ℎ , (3.1)

где 𝑥 – вектор дифференциальных поправок к пяти астрометрическим парамет­

рам, ℎ – вектор невязок измерений, состоящий из 𝑛 элементов, а 𝐴 – матрица

плана размером 𝑛× 5, содержащая частные производные астрометрических па­

раметров по наблюдаемым величинам. Для уравнивания статистических весов

элементы вектора ℎ и матрицы 𝐴 нормируются на стандартные ошибки соот­

ветствующих наблюдений.

Астрометрические параметры 𝛼, 𝛿, 𝜛, 𝜇𝛼* и 𝜇𝛿 относятся к некоторой вы­

бранной опорной эпохе 𝑡ep, которая в данной работе всегда принимается за сред­

нюю эпоху наблюдения. В частности, (𝛼, 𝛿) – барицентрическое направление на

звезду в момент времени 𝑡ep. Дифференциальные поправки по 𝑥 следует интер­
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претировать как Δ𝛼* ≡ Δ𝛼 cos 𝛿, Δ𝛿, Δ𝜛, Δ𝜇𝛼* и Δ𝜇𝛿.

Оценка вектора 𝑥 по методу наименьших квадратов минимизирует квад­

рат нормы невязок ℎ−𝐴𝑥

𝑄0 (𝑥) = ‖ℎ−𝐴𝑥‖2 = (ℎ−𝐴𝑥)′ (ℎ−𝐴𝑥) = ℎ′ℎ− 2𝑥𝑏0 + 𝑥′𝑁 0𝑥 , (3.2)

где 𝑏0 = 𝐴′ℎ и𝑁 0 = 𝐴′𝐴. Условие минизации 𝜕𝑄0/𝜕𝑥 = 0 приводит к системе

линейных уравнений

𝑁 0𝑥0 = 𝑏0 , (3.3)

решение которой даёт оценку 𝑥0 методу наименьших квадратов. Для произволь­

ного вектора 𝑥 сумму квадратов невязок можно записать следующим образом

𝑄0 (𝑥) = 𝑄0 (𝑥) + (𝑥− 𝑥0)
′𝑁 0 (𝑥− 𝑥0) . (3.4)

Для плохо наблюдаемых звёзд нормальная матрица 𝑁 0 будет либо плохо обу­

словленной, либо сингулярной. Если она плохо обусловлена (например, из-за

небольшого числа почти коллинеарных наблюдений), то формально решение

может быть получено. Однако оно будет иметь большие формальные неопре­

деленности и будет уязвимо для выбросов, которые не могут быть надежно

обнаружены. Ситуация иная, если 𝑁 0 строго сингулярна, например, если на­

блюдений меньше, чем неизвестных. С математической точки зрения сингуляр­

ная задача имеет бесконечное число решений, в то время как алгоритмически

может быть невозможно определить ни одно из них, в зависимости от выбора

реализации. Средством как для сингулярных, так и для плохо обусловленных

ситуаций является включение априорной информации (раздел 3.1.3), что всегда

приводит к уникальному и четко определенному, хотя и смещенному, решению.
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3.1.2. Функция правдоподобия

Для чистого набора данных, с отфильтрованными или пониженными вы­

бросами, разумно моделировать ошибки наблюдений как независимые нормаль­

ные случайные величины. Для правильно откалиброванного прибора ошибки

имеют средние (ожидаемые) значения, равные нулю, и известные стандартные

отклонения, равные формальным неопределенностям наблюдений. Тогда ℎ яв­

ляется 𝑛-мерным гауссовым распределением со средним значением 𝐴𝑥̂ и еди­

ничной ковариацией; его функция плотности вероятности равна

𝑓 (ℎ|𝑥) = (2𝜋)−𝑛/2 exp

[︂
−1

2
‖ℎ−𝐴𝑥‖2

]︂
∝ exp

[︂
−1

2
𝑄0 (𝑥)

]︂
, (3.5)

оценено для 𝑥 = 𝑥̂. Естественно, эта функция не может быть вычислена, по­

скольку 𝑥̂ неизвестна. Рассматриваемая как функция 𝑥, для заданного ℎ, она

известна как правдоподобие данных, обозначенное 𝐿 (𝑥|ℎ). Максимизация этой

функции относительно 𝑥, очевидно, эквивалентна минимизации 𝑄0 (𝑥), показы­

вая, что 𝑥0 является оценкой максимального правдоподобия астрометрических

параметров.

3.1.3. Внесение априорной информации

Согласно правилу Байеса [23; 129], апостериорная плотность вероятности

вектора дифференциальных поправок 𝑥 имеет вид

𝑓 (𝑥|ℎ) ∝ 𝐿 (𝑥|ℎ)× 𝑝 (𝑥) , (3.6)

где 𝑝 (𝑥) – априорная плотность вероятности и 𝐿 (𝑥|ℎ) ≡ 𝑓 (ℎ|𝑥) представляет

собой функцию правдоподобия данных. Константа пропорциональности опу­
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щена, поскольку она не зависит от 𝑥, но может быть определена из нормиро­

вочного ограничения
∫︀
𝑓 (𝑥|ℎ) d𝑥 = 1. Например, плоская (неинформативная)

априорная вероятность 𝑝0(𝑥) = const даёт с помощью уравнений (3.4) и (3.5)

апостериорную плотность вероятности

𝑓 (𝑥|ℎ) = (2𝜋)−5/2 det (𝑁 0)
1/2 exp

[︂
−1

2
𝑄0 (𝑥)

]︂
. (3.7)

Это пятимерная гауссова функция со средним значением 𝑥0 и ковариацией

𝐶0 = 𝑁−1
0 , которая отражает наши знания об 𝑥, основанные только на дан­

ных.

В принципе, априорная плотность вероятности 𝑝 (𝑥) должна количествен­

но определять наши априорные знания об астрометрических параметрах. На­

пример, она может быть строго равна нулю для 𝜛 < 0, при этом уменьшаясь

по степенному закону для больших значений 𝜛, отражая априорные знания о

том, что параллаксы, как правило, являются положительными, малыми величи­

нами. Однако в этой работе мы рассматриваем только гауссовские априорные

функции. Это имеет два важных преимущества: (a) если и априорная плот­

ность распределения, и функция правдоподобия являются гауссовыми, апосте­

риорная плотность распределения также является гауссовой, что значительно

упрощает ее интерпретацию; (b) включение гауссовой априорной функции в

астрометрическое решение является простым, как будет показано ниже. Недо­

статком, конечно, является то, что гауссовская априорная функция не очень

реалистична, по крайней мере для параллаксов; но с интерпретацией, предло­

женной в разделе 3.1.4 это достаточно для настоящей цели.

Принимая, что априорная вероятность подчиняется нормальному распре­

делению с математическим ожиданием 𝑥p и ковариационной матрицей 𝐶p, мы

имеем

𝑄p (𝑥) = (𝑥− 𝑥p)
′𝑁p (𝑥− 𝑥p) . (3.8)
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где 𝑁p = 𝐶−1
p . Тогда априорная плотность вероятности

𝑝 (𝑥) ∝ exp

[︂
−1

2
𝑄p (𝑥)

]︂
. (3.9)

Подстановка выражений (3.5) и (3.9) в уравнение (3.6) даёт апостериорную плот­

ность вероятности

𝑓 (𝑥|ℎ) ∝ exp

[︂
−1

2
𝑄0 (𝑥)−

1

2
𝑄p (𝑥)

]︂
. (3.10)

Будучи произведением двух нормальных распределений, 𝑓 (𝑥|ℎ) очевидно так­

же представляет собой нормальное распределение. Поэтому математическое

ожидание вектора 𝑥 определяется минимумом функции𝑄 (𝑥) = 𝑄0 (𝑥)+𝑄p (𝑥),

который находится из уравнения

𝜕𝑄 (𝑥)

𝜕𝑥
= 2𝑁 0 (𝑥− 𝑥0) + 2𝑁p (𝑥− 𝑥p) = 0 (3.11)

или

(𝑁 0 +𝑁p)𝑥 = 𝑏0 + 𝑏p , (3.12)

где

𝑏p = 𝑁p𝑥p . (3.13)

Несложно показать, что ковариационная матрица апостериорной оценки векто­

ра 𝑥 даётся выражением

𝐶 = (𝑁 0 +𝑁p)
−1 . (3.14)

Уравнения (3.12)–(3.14) являются теоретической основой для схемы включения

априорных данных в астрометрическое решение.

3.1.4. Интерпретация гауссовой плотности вероятности

В дальнейшем предполагается, что априорное распределение параллаксов

является гауссовым со средним значением 𝜛p = 0 и стандартным отклонением
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𝜎𝜛,p, равным квадратному корню из соответствующего (третьего) диагонально­

го элемента 𝐶p. (Аналогичные предположения сделаны относительно априор­

ных распределений компонентов собственного движения.) Очевидно, что это не

очень реалистично, поскольку это подразумевает, что априори существует 50%

вероятность того, что параллакс отрицателен. С другой стороны, использование

нормального распределения означает, что существует 90% вероятность того, что

истинный параллакс меньше 1.28𝜎𝜛,p и 99% вероятность того, что он меньше

2.33𝜎𝜛,p. Эти последние утверждения, очевидно, имеют смысл и дают полезную

количественную оценку ожидаемой малости параллакса, даже несмотря на то,

что распределение истинных параллаксов далеко от гауссовского.

Аналогичную интерпретацию можно сделать для гауссовой апостериорной

плотности вероятности в уравнении (3.10). Хотя фактическое распределение

ошибок байесовского решения может быть сильно негауссовым, эту функцию

распределения вероятностей все равно можно использовать для построения ра­

зумных доверительных областей. В этой работе мы в первую очередь интересу­

емся позициями и игнорируем оцененные параллаксы и собственные движения.

Поскольку неопределенность позиции может быть довольно анизотропной, ее

следует задавать не как единое значение, а как доверительную область, на­

пример, доверительный эллипс, так что истинное значение содержится в этой

области с определенной доверительной вероятностью 𝑃 .

В этой работе мы решили работать с уровнем достоверности 90% (𝑃 = 0.9).

Это означает, что (гауссовская) апостериорная ковариация должна быть такой,

чтобы построенный из нее 90%-ный доверительный эллипс в 90% случаев со­

держал истинное положение. Выбор 𝑃 = 0.9 является произвольным, и другое

значение (например, 0.8, 0.95 или 0.99) в общем случае потребовало бы другой

ковариационной матрицы для того, чтобы правильно охарактеризовать ошибки

при этом значении 𝑃 . Только в случае гауссовских апостериорных ошибок одна

ковариационная матрица правильно описывала бы распределение ошибок для

разных значений 𝑃 .
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Доверительный эллипс может быть построен из ковариационной матри­

цы координат, которая определяется верхней диагональной подматрицей 2× 2

матрицы 𝐶, как описано в [114]. В частности, для 𝑃 = 0.9 полуоси эллип­

са равняются квадратным корням из сингулярных чисел этой ковариационной

матрицы, умноженным на
√︀
−2 ln (1− 𝑃 ) ≃ 2.146. Внутри эллипса мы имеем

𝑄 (𝑥)−𝑄min < −2 ln (1− 𝑃 ) ≃ 4.605.

Хорошее астрометрическое решение должно быть не только максимально

точным, но и иметь формальные неопределенности, которые правильно характе­

ризуют фактические ошибки. Таким образом, наш общий подход заключается

в оптимизации априорной плотности вероятности для обеих целей. Формаль­

ные неопределенности (позиционная ковариационная матрица) результирую­

щей апостериорной оценки должны быть такими, чтобы 90%-ный доверитель­

ный эллипс, вычисленный, как описано выше, содержал истинное положение с

90%-ной вероятностью.

3.2. Астрометрическое решение с априорной

информацией

3.2.1. Базовые предположения

Для систематической оценки влияния априорной информации на астромет­

рическую производительность мы разработали скрипты Matlab, которые вычис­

ляют байесовские оценки положения для набора моделируемых звёзд. Истин­

ные звездные параметры брались из модельного каталога, который использовал­

ся при подготовке проекта Gaia. Этот каталог (Gaia Universe Model Snapshot –
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GUMS) был построен методом статистического моделирования [121]. Наблюде­

ния моделировались с использованием номинального закона сканирования Gaia

[57] на период с октября 2014 года до конца 2015 года. Астрометрические па­

раметры оценивались с использованием процедуры, описанной в разделе 3.1.3.

Ориентация космического аппарата и калибровка инструмента предполагались

известными, поэтому решение включало только пять астрометрических пара­

метров для каждой звезды. Апостериорная ковариация и астрометрические па­

раметры вычисляются и сравниваются для различных комбинаций диапазона

звездной величины, положения на небе, а также количества наблюдений и их

временного распределения.

Затем мы экспериментируем с различными априорными значениями для

параллакса и собственного движения в различных сценариях. Применение та­

ких априорных знаний помогает астрометрическому решению, ограничивая па­

раллакс и собственное движение малыми значениями, не заставляя их быть

строго равными нулю. В настоящих экспериментах априорный параллакс и

собственное движение центрированы на нуле с гауссовыми неопределенностя­

ми 𝜎𝜛,p и 𝜎𝜇,p соответственно. Самый большой известный звездный параллакс

составляет 768 мсд, но типичные параллаксы намного меньше этого. Поэтому

𝜎𝜛,p находится в режиме нескольких мсд. Связь между собственными движе­

ниями и параллаксами определяется трансверсальной скоростью 𝑣T = 𝐴𝜇/𝜛,

где 𝐴 ≃ 4.74 км/с · год, скорость выражена в км/с, а собственное движение и

параллакс – в мсд/год и мсд, соответственно. Типичные скорости поступатель­

ного движения звёзд в Галактике лежат в диапазоне 30 ÷ 300 км/с, и поэто­

му закономерно ожидать, что 𝜇/𝜛 ≃ 6 ÷ 60 год−1. Для объектов с яркостью

14.5 ≤ 𝐺 ≤ 15.5 медианное значение величины 𝜇/𝜛 в каталоге GUMS состав­

ляет 10 год−1. Был выполнен ряд численных экспериметов (один из таких экс­

периментов обсуждается в разделе 3.2.2), в которых отношение ℛ = 𝜎𝜇,p/𝜎𝜛,p

находилось в диапазоне 1÷ 60 год−1. Анализ полученных данных показал, что

результаты слабо чувствительны к значению этого параметра. Использование
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ℛ = 10 год−1 дало приемлемые результаты во всех случаях, и поэтому было

принято решение использовать это значение впоследствии.

3.2.2. Влияние априорного распределения на астрометрическое

решение

Для начального понимания того, как астрометрические результаты зави­

сят от выбора априорной величины, мы показываем репрезентативный пример

из наших экспериментов. На небесной сфере была выбрана площадка радиу­

сом в один градус с центром в точке 𝛼 = 157∘.5, 𝛿 = 0∘.0. В этой площадке

были взяты объекты из каталога GUMS, яркость которых лежит в диапазоне

𝐺 = 15 ± 0.5. Применение таких критерией дало выборку, содержащую 458

звёзд.

Процедура, описанная в разделе 3.2.1, использовалась для моделирования

наблюдений. Сгенерированный журнал наблюдений приведён в таблице 3.1. Все­

го было получено 15 наблюдений. В большинстве случаев площадка была отска­

нирована обеими полями зрения в ходе одного и того же оборота космического

аппарата. Поскольку период вращения составляет 6 часов, а угловое растоя­

ние между полями зрения равно 106∘.5, то промежуток времени между такими

парными наблюдениями равен 1.775 час. Следует, однако, отметить, что та­

кое парное сканирования происходит не всегда, что подтверждается журналом

наблюданий:33 23 мая 2015 рассматриваемая площадка была просканирована

только первым полем зрения.

Используя от одного до восьми отдельных транзитов (таблица 3.1), мы

получаем фактические ошибки и формальные неопределенности результирую­

щих параметров положения для каждого интервала наблюдения как функцию
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Таблица 3.1. Журнал смоделированных наблюдений. P и F в списке наблюдений обозначают

предшествующее и последующее поле зрения. Позиционный угол – это направление, в кото­

ром поле зрения сканирует звезду; 0∘ отвечает направлению на северный полюс мира и 90∘

– направлению к местному востоку. Последний столбец – это последовательная нумерация

транзитных групп, которые различаются по времени и/или направлению.

Эпоха наблюдения (UTC) Поле зрения Позиционный угол № скана

2014-10-30 17:01 P 230∘ 1

2014-10-30 18:47 F 230∘ 1

2014-11-20 16:59 P 156∘ 2

2014-11-20 18:46 F 156∘ 2

2014-12-19 16:35 P 247∘ 3

2014-12-19 18:21 F 247∘ 3

2015-04-29 05:13 P 341∘ 4

2015-04-29 06:59 F 342∘ 4

2015-05-23 18:51 F 65∘ 5

2015-06-21 04:52 P 344∘ 6

2015-06-21 06:39 F 344∘ 6

2015-11-09 06:07 P 238∘ 7

2015-11-09 07:54 F 238∘ 7

2015-12-29 11:47 P 243∘ 8

2015-12-29 13:34 F 244∘ 8

априорного размера 𝜎𝜛,p.

На рисунках 3.1 и 3.2 показаны подробные результаты для интервала на­

блюдения, содержащего два транзита, которые различаются по времени и углу

(сканы №№ 1 и 2 в таблице 3.1). На рисунке 3.1 показано, как фактические

ошибки и формальные неопределенности изменяются в зависимости от 𝜎𝜛,p.

Сигмоидальная форма красной кривой, описывающей формальные неопреде­

ленности, аналитически объяснена в разделе 3.3.
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Рис. 3.1. – Поведение байесовской оценки положения как функции априорной неопреде­

ленности параллакса 𝜎𝜛,p для звёзд в пределах одного направления и диапазона величин

(таблица 3.1). Синяя пунктирная кривая: 90-й процентиль фактических ошибок положения.

Красная сплошная кривая: большая полуось эллипса с 90%-ной достоверностью. Априорные

данные, обозначенные A, B и C, относятся к соответствующим распределениям, показанным

на рисунке 3.2.
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Рис. 3.2. – Распределение ошибок положения для трех случаев A, B и C на рисунке 3.1.

Синие точки показывают ошибки отдельных звёзд. Красная кривая отвечает 90%-ному дове­

рительному эллипсу. Случай A представляет собой слишком жёсткое ограничение и по сути

даёт двухпараметрическое решение. Случай B, когда большая полуось 90%-ного доверитель­

ного эллипса равна 90-му процентилю фактических ошибок, даёт разумные оценки ошибок.

Случай C представляет собой слишком мягкое ограничение и даёт вырожденное решение:

хотя на рисунке это и не видно, 90% точек содержатся в чрезвычайно вытянутом эллипсе.
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Рассмотрим сначала поведение решения, когда применяются очень жёст­

кие ограничения, например, 𝜎𝜛,p = 0.01 мсд, что отвечает вертикальной линии

A на рисунке 3.1. Полученное решение (как в отношении фактических оши­

бок положения, так и их формальных неопределенностей) практически эквива­

лентно решению только для двух параметров положения, где параллакс и соб­

ственное движение неявно предполагаются равными нулю. В этом режиме фак­

тические ошибки (пунктирная кривая) намного больше формальных неопре­

деленностей положения (сплошная кривая) из-за пренебрежения параллаксом

и собственным движением. Это дополнительно иллюстрирует верхняя панель

(априорная информация A) на рисунке 3.2, где 90%-ный доверительный эллипс

(красный) содержит только малую часть фактических ошибок (синие точки).

Переходя от жёстких к более мягким ограничениям (увеличивая значения

по оси 𝑥 на рисунке 3.1), решение становится менее ограниченным, а формаль­

ные неопределенности увеличиваются. Для 𝜎𝜛,p ≥ 30 мсд размер фактических

ошибок также увеличивается, поскольку при двух отдельных транзитах одних

данных Gaia недостаточно для определения всех пяти параметров в решении.

При использовании очень мягких ограничений, например, априорных данных

C, показанных на нижней панели рисунка 3.2, астрометрическое решение ста­

новится почти вырожденным, хотя формальные неопределенности по-прежне­

му правильно описывают фактические ошибки. Точка пересечения, отмечен­

ная буквой B на рисунке 3.1, была бы разумным компромиссом, где решение

настолько точно, насколько это допускается имеющимися данными, в то вре­

мя как формальные неопределенности правильно характеризуют фактические

ошибки положения. Это проиллюстрировано на средней панели (априорные дан­

ные B) рисунка 3.2, где большинство фактических точек ошибок лежат внутри

доверительного эллипса.
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3.2.3. Критерий выбора оптимальной априорной вариации

Две величины, представленные пунктирной и сплошной кривыми на ри­

сунке 3.1, не совсем сопоставимы: одна из них – радиус окружности с центром

в нуле, которая содержит 90% фактических ошибок; другая – большая полуось

доверительного эллипса. Поэтому использование их точки пересечения для оп­

тимизации априорной вероятности, как предлагалось в предыдущем разделе,

не вполне последовательно. Вместо этого был принят иной, гораздо более про­

стой, критерий, основанный на доверительном эллипсе: оптимальная априорная

вероятность должна быть такой, чтобы 90% фактических ошибок положения

содержались в 90%-ом доверительном эллипсе, рассчитанном из ковариацион­

ной матрицы. Наименьшее значение величины 𝜎𝜛,p, удовлетворяющее этому

условию, в дальнейшем обозначается как 𝜎𝜛,F90.

До сих пор мы ограничивали наше обсуждение сценарием с двумя отдель­

ными транзитами. Это тот случай, когда ожидается, что предварительная ин­

формация будет наиболее критичной: два отдельных наблюдения вдоль скани­

рования могут быть достаточными для определения разумного положения, но

всегда недостаточны для полного пятипараметрического решения; с другой сто­

роны, три отдельных транзита в принципе уже допускают пятипараметрическое

решение, если используется информация как вдоль, так и поперек сканирова­

ния. Мы принимаем 𝜎𝜛,F90 на основе случая двух транзитов и используем его

также в других сценариях с большим или меньшим количеством наблюдений.

Предшествующее значение 𝜎𝜛,F90, определенное из сценария с двумя транзи­

тами и обозначенное сплошной вертикальной линией на всех панелях, во всех

случаях даёт решение, в котором размер фактических ошибок определения ме­

стоположения (измеренный с помощью 90-го процентиля) близок к минимуму,

вместе с реалистичным эллипсом достоверности 90%.
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Также очевидно, что 𝜎𝜛,F90 является нижним пределом для подходяще­

го априорного значения. Увеличение 𝜎𝜛,p в десять раз сохраняет фактические

ошибки положения на том же уровне, обеспечивая ту же или более консерватив­

ную формальную оценку неопределенности, тогда как использование меньше­

го априорного значения занижает ошибки. В разделе 3.3 рассмотрено влияние

априорной неопределенности на оценку апостериорной ошибки с аналитической

точки зрения.

3.2.4. Априорная вариация распределения как функция яркости и

направления

В разделе 3.2.3 описано определение оптимального значения 𝜎𝜛,p, называ­

емого 𝜎𝜛,F90, для одного конкретного направления и диапазона яркости. Этот

эксперимент был повторён для разных направлений и интервалов звёздных ве­

личин (𝐺 = 6÷ 20, с шагом 1 звёздная величина). Было обнаружено, что 48 на­

правлений, равномерно распределенных по небу, достаточно для описания круп­

номасштабных структур базовой модели Галактики. Как и ожидалось, 𝜎𝜛,F90

сильно зависит от яркости (более слабые звёзды в среднем более далеки) и в

меньшей степени зависит от направления. Для заданного интервала величин

было установлено, что экспериментальные данные с хорошей степенью точно­

сти описываются функцей

lg 𝜎𝜛,F90 = 𝑠0 + 𝑠1 |sin 𝑏|+ 𝑠2 cos 𝑏 cos 𝑙 , (3.15)
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Рис. 3.3. – Зависимость полученной априорной вариации параллаксов от яркости для раз­

личных направлений. Для галактических широт 𝑏 = 0∘ и 𝑏 = 30∘ чёрная, красная и синяя

линии отвечают галактическим долготам 𝑙 = 0∘, 𝑙 = 90∘ и 𝑙 = 180∘ соответственно.

причём зависимость коэффициентов 𝑠0, 𝑠1 и 𝑠2 от звёздной величины 𝐺 хорошо

аппроксимируется простыми полиномиальными функциями:

𝑠0 (𝐺) = 2.187− 0.2547𝐺+ 0.006382𝐺2 , (3.16)

𝑠1 (𝐺) = 0.114− 0.0579𝐺+ 0.01369𝐺2 − 0 : 000506𝐺3 , (3.17)

𝑠2 (𝐺) = 0.031− 0.0062𝐺 . (3.18)

Зависимость полученной априорной вариации параллаксов от яркости для раз­

личных направлений показана на рисунке 3.3. Априорная неопределенность па­

раллаксов систематически возрастает по мере удаления от галактического эк­

ватора. Такое поведение объясняется тем, что плотность звёзд в направлении

галактических полюсов значительно ниже по сравнению с плоскостью Галакти­

ки.

В астрометрическом решении для произвольной звезды яркостью 𝐺 в га­
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лактических координатах (𝑙, 𝑏) априорная нормальная матрица, используемая

в уравнениях (3.12) и (3.13), имеет вид

𝑁p = diag
(︀
0, 0, 𝜎−2

𝜛,F90, 𝜎
−2
𝜇,F90, 𝜎

−2
𝜇,F90

)︀
. (3.19)

Здесь величина 𝜎𝜛,F90 (𝑙, 𝑏, 𝐺) определяется формулами (3.15)–(3.18), тогда как

априорная вариация компонентов собственного движения описывается выраже­

нием 𝜎𝜇,F90 = ℛ𝜎𝜛,F90, где ℛ = 10 год−1.

Распространение неопределенности 𝜎𝜛,F90 (𝑙, 𝑏, 𝐺) на более слабые звёзды

нетривиально, поскольку модель GUMS полна только до 𝐺 = 20. Для более

слабых звёзд следует использовать значение при 𝐺 = 20, поскольку оно обеспе­

чивает консервативную (завышенную) оценку.

В принципе можно было бы рассмотреть более сложные априорные дан­

ные, которые учитывают фотометрическую, спектроскопическую или другую

вспомогательную информацию. Например, вследствие межзвёздного поглоще­

ния голубые звёзды в среднем имеют меньшие параллаксы, чем красные звёзды,

а для идентифицированных внегалактических объектов априорная неопреде­

ленность может быть намного меньше. Однако такая информация может быть

недоступна именно в тех случаях, когда априорная информация необходима. С

другой стороны, направление и приблизительная величина всегда доступны и

позволяют нам определить общую априорную информацию.

3.3. Аналитическая иллюстрация

Для аналитического изучения того, как априорная неопределенность вли­

яет на апостериорную неопределенность положения, рассмотрим упрощенный

случай, когда решение включает только два астрометрических параметра: од­
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ну из координат (например, 𝛿) и параллакс 𝜛. Нормальная матрица прямого

астрометрического решения для неизвестных 𝛿 и 𝜛 имеет вид

𝑁 0 =
1

1− 𝜌2

⎛⎜⎝ 𝜎−2
𝛿

−𝜌
𝜎𝛿𝜎𝜛−𝜌

𝜎𝛿𝜎𝜛
𝜎−2
𝜛

⎞⎟⎠ , (3.20)

где 𝜎𝛿 и 𝜎𝜛 – стандартные ошибки положения и параллакса соответственно, а

𝜌 – коэффициент корреляции между ними; все эти величины основаны толь­

ко на данных. Согласно уравнению (3.19), априорная нормальная матрица в

рассматриваемом случае

𝑁p =

⎛⎝0 0

0 𝜎−2
𝜛,p

⎞⎠ . (3.21)

Складывая эти выражения, находим полную нормальную матрицу решения с

априорной информацией:

𝑁 0 +𝑁p =
1

1− 𝜌2

⎛⎜⎝ 𝜎−2
𝛿

−𝜌
𝜎𝛿𝜎𝜛−𝜌

𝜎𝛿𝜎𝜛
𝜎−2
𝜛 +

(︀
1− 𝜌2

)︀
𝜎−2
𝜛,p

⎞⎟⎠ , (3.22)

Обращение этой матрицы даёт ковариационную матрицу решения

𝐶 =
1

𝜎2𝜛 + 𝜎2𝜛,p

⎛⎝𝜎2𝛿 (︀𝜎2𝜛,p +
(︀
1− 𝜌2

)︀
𝜎2𝜛
)︀
𝜌𝜎𝛿𝜎𝜛𝜎

2
𝜛,p

𝜌𝜎𝛿𝜎𝜛𝜎
2
𝜛,p 𝜎2𝜛𝜎

2
𝜛,p

⎞⎠ . (3.23)

Выполнив несложные преобразования, эту матрицу удобно записать в виде

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜎2𝛿

(︃
1− 𝜌2

1 + (𝜎𝜛,p/𝜎𝜛)
2

)︃
𝜌𝜎𝛿𝜎𝜛,p (𝜎𝜛,p/𝜎𝜛)

1 + (𝜎𝜛,p/𝜎𝜛)
2

𝜌𝜎𝛿𝜎𝜛,p (𝜎𝜛,p/𝜎𝜛)

1 + (𝜎𝜛,p/𝜎𝜛)
2

𝜎2𝜛,p

1 + (𝜎𝜛,p/𝜎𝜛)
2

⎞⎟⎟⎟⎠ . (3.24)

Полученные выражения позволяют сделать ряд качественных выводов о пове­

дении астрометрического решения с априорной информацией.

Рассмотрим сначала апостериорную неопределённость координаты, кото­

рая даётся квадратным корнем из первого диагонального элемента ковариаци­

онной матрицы,

𝜎𝛿,posterior = 𝜎𝛿

√︃
1− 𝜌2

1 + (𝜎𝜛,p/𝜎𝜛)
2 . (3.25)
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Эта формула согласуется с нашими численными экспериментами. В частности,

она воспроизводит поведение неопределенности положения, показанное на ри­

сунке 3.1, показывая монотонно возрастающую апостериорную стандартную

ошибку 𝜎𝛿,posterior между двумя асимптотическими значениями, 𝜎𝛿
√︀
1− 𝜌2 и 𝜎𝛿,

по мере того как ограничения меняются от очень жёстких до очень мягких,

чему отвечают случаи 𝜎𝜛,p/𝜎𝜛 ≪ 1 и 𝜎𝜛,p/𝜎𝜛 ≫ 1 соответственно. Уравнение

(3.25) показывает, что улучшение неопределенности координат, полученное с

использованием априорной вероятности параллакса, зависит только от коэф­

фициента корреляции 𝜌 и отношения априорной вероятности параллакса к его

формальной неопределенности 𝜎𝜛,p/𝜎𝜛. Для некоррелированных данных улуч­

шение невозможно, так как 𝜎𝛿,posterior = 𝜎𝛿 для 𝜌 = 0.

В качестве следующего примера рассмотрим случай, когда прямое решение

близко к вырожденному. Полностью вырожденная задача эквивалентна случаю

𝜌 = 1. Как видно из уравнения (3.20), в этом случае нормальная матрица 𝑁 0

является особенной, что делает прямое решение невозможным. Решение же с

априорной информацией, напротив, вполне осуществимо и приводит к следую­

щему выражению для апостериорной неопределённости координаты

𝜎𝛿,posterior = 𝜎𝛿
𝜎𝜛,p/𝜎𝜛√︁

1 + (𝜎𝜛,p/𝜎𝜛)
2
. (3.26)

В этом случае величина 𝜎𝛿,posterior зависит только от отношения 𝜎𝜛,p/𝜎𝜛. Нетруд­

но видеть, что она монотонно возрастает от нуля до 𝜎𝛿 с ростом этого отноше­

ния, то есть когда мы переходим от жёстких к мягким ограничениям.

Таким образом, во всех случаях апостериорная ошибка не превышает 𝜎𝛿.

Это означает, что предложенный метод использования априорной информации

всегда ведёт к уменьшению стандартных ошибок координат по сравнению с

ошибками, определёнными только по исходным данным. Аналогичные аргумен­

ты справедливы и для общего пятипараметрического решения, за исключением

того, что их нельзя продемонстрировать так наглядно.
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3.4. Численные эксперименты

В этом разделе продемонстрирована осуществимость предлагаемой мето­

дики посредством численных экспериментов. С помощью модели GUMS было

создано три модельных каталога, каждый из которых содержал 5 × 105 звёзд.

В первый каталог были включены самые яркие звёзды слабее 𝐺 = 11, анало­

гично, во второй каталог вошли звёзды слабее 𝐺 = 15, а в третий - звёзды

слабее 𝐺 = 19. Процедура численного моделирования выполнялась таким же

образом, как описано в разделе 2.2.2. Для моделирования наблюдений и выпол­

нения глобального астрометрического решения использовался программный па­

кет AGISLab [37; 74].

Для моделирования разреженного ряда наблюдений применялся следую­

щий приём. Сначала определялись все возможные наблюдения данной звезды

с использованием номинального закона сканирования. Затем каждому наблю­

дению присваивалась 95%-ная вероятность быть удаленным из решения. В ре­

зультате, среднее число сохраненных транзитов на звезду составило 4.4.

Было получено астрометрическое решение с использованием оптимально­

го априорного значения, которое было вычислено согласно процедуре, изложен­

ной в разделе 3.2.4. Кроме того, были выполнены эксперименты с очень жёст­

ким ограничением (𝜎𝜛,p = 0.01 мсд, аналогично случаю A на рисунке 3.2) и

очень мягким ограничением (𝜎𝜛,p = 1000 мсд, аналогично случаю C на рисун­

ке 3.2), чтобы проверить поведение решения в этих экстремальных случаях.

Для сравнения также были получены два решения без каких-либо ограниче­

ний, в одном из которых были определены только координаты, а в другом –

все пять астрометрических параметров. В последнем случае было невозможно

найти единственное астрометрическое решение для всех звёзд, как объяснено в

конце раздела 3.2.1.
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Результаты суммированы в таблице 3.2. Показаны только результаты для

оценок положения. При использовании очень жёстких ограничений c 𝜎𝜛,p =

0.01мсд результаты весьма похожи на двухпараметрическое решение. Формаль­

ные неопределенности, вычисленные в этом решении, значительно занижают

фактические ошибки. Использование вместо этого оптимального априорного

значения 𝜎𝜛,F90 (или 10𝜎𝜛,F90) даёт разумные оценки неопределенностей. Ис­

пользование этого априорного значения не только обеспечивает улучшенные

неопределенности, но и уменьшает фактические ошибки по сравнению как с

двухпараметрическим решением, так и с решением, на которое были наложе­

ны очень жёсткие ограничения. Это несколько удивительное поведение можно

объяснить следующим образом. Использование ненулевой априорной неопреде­

ленности обеспечивает решению свободу, необходимую для учёта ненулевых па­

раллаксов и собственных движений, что приводит к уменьшению фактических

ошибок координат.

При очень большой априорной дисперсии параллаксов в одну угловую се­

кунду байесовский подход все еще приводит к численно стабильному астромет­

рическому решению, включая реалистичные оценки ошибок координат. Однако

фактические ошибки в два раза выше, чем ошибки, получаемые при оптималь­

ном выборе априорной дисперсии. Следует отметить, что без использования

априорной информации никакого стабильного решения вообще получить не уда­

лось.

3.5. Априорная информация в каталогах Gaia

Разработанная методика была применена при создании всех трёх астромет­

рических каталогов Gaia, имеющихся в настоящий момент. Согласно терминоло­



101

Таблица 3.2. Результаты численных экспериментов для звёзд с разреженным рядом наблю­

денний.

Априорная Доля звёзд внутри эллипса Ошибки положений (мсд)

вариация 𝜎𝜛,p 𝐺 = 11 𝐺 = 15 𝐺 = 19 𝐺 = 11 𝐺 = 15 𝐺 = 19

Звёзды с 4 и менее транзитами

— 0.5% 1.8% 13.5% 33.0 16.3 15.2

0.01 мсд 1.5% 3.5% 14.3% 21.8 12.1 14.8

𝜎𝜛,F90 90.1% 91.4% 91.2% 7.6 4.3 7.6

10𝜎𝜛,F90 92.7% 93.3% 94.4% 8.4 5.2 10.5

1000 мсд 92.5% 93.0% 93.3% 8.6 7.4 15.5

Звёзды с 5 и более транзитами

— 0.3% 0.8% 8.6% 21.0 11.3 9.7

0.01 мсд 3.1% 5.4% 10.4% 6.7 5.0 8.9

𝜎𝜛,F90 89.4% 89.9% 90.3% 0.2 0.3 1.6

10𝜎𝜛,F90 89.5% 89.8% 90.5% 0.2 0.3 2.0

1000 мсд 89.5% 89.8% 90.0% 0.2 0.3 2.2

гии, принятой в проекте Gaia, такие решения именуются двухпараметрически­

ми. Приведённые в таблице 3.3 данные показывают, как доля таких объектов

изменяется в различных выпусках данных.

Следует отметить существенное отличие между первым и последующими

выпусками. Если во втором и третьем выпусках доли звёзд с двухпараметри­

ческим решением примерно равны (21% и 19% соответственно), то в первом

выпуске она составляет 99.8%. Иными словами, полноценные решения с пятью

астрометрическими параметрами были получены только для 0.2% звёзд. Как

объяснено в главе 2, обработка данных в проекте Gaia основывается на прин­

ципе самокалибровки, когда одни и те же данные наблюдений используются

как для получения астрометрических параметров, так и для калибровки ин­

струмента и определения ориентации космического аппарата. Первый выпуск
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данных включал наблюдения, произведённые в течение 14 месяцев. Столь ко­

роткий временной интервал не позволил собрать достаточно данных для надёж­

ного определения параметров ориентации. В силу этого обстоятельства удалось

определить все пять астрометрических параметров только для тех звёзд, для ко­

торых они уже были известны заранее. По сути, речь шла не об определении, а

об уточнении имеющейся информации. Для этой цели были использованы объ­

екты из каталогов Hipparcos и Tycho-2, общее число которых составляет два

миллиона. При общем количестве звёзд в первом выпуске данных, равном 1143

миллиона, это как раз и даёт 0.2% звёзд с пятипараметрическим решением.

Что касается будущих каталогов Gaia, ожидается, что доля звёзд с двух­

параметрическим решением существенно не изменится. Это обусловлено двумя

факторами. С одной стороны, накопление дополнительного наблюдательного

материала приведёт к тому, что некоторая часть объектов переместится из

двух- в пятипараметрический класс. С другой стороны, новые двухпарамет­

рические решения будут найдены для тех слабых (или переменных) звёзд, для

которых ранее вообще никакого удовлетворительного решения получить не уда­

валось. Таким образом, можно заключить, что разработанная методика будет

интенсивно применяться для построения всех будущих астрометрических ката­

логов в проекте Gaia.

Таблица 3.3. Иллюстрация использования априорной информации при построении астромет­

рических каталогов Gaia.

Выпуск Продолжительность Общее количество Доля звёзд с

данных наблюдений объектов двухпараметрическим

(в месяцах) (в миллионах) решением

DR1 14 1143 99.8%

DR2 22 1693 21%

DR3 34 1811 19%
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3.6. Выводы к третьей главе

В этой главе обсуждается астрометрические решения для звёзд с недоста­

точным числом наблюдений. Подобная ситуация имела место для большинства

звёзд в первом выпуске данных Gaia; с ней также приходится иметь дело и на

более поздних этапах миссии, например, для объектов переменной светимости,

которые наблюдаются только в своих ярких фазах, и звёзд, близких к пределу

обнаружения. Во всех этих случаях всё ещё можно получить оценки положения,

либо включая в решение только координаты, либо используя априорные данные

для остальных параметров. Фактически, решение только для координат экви­

валентно предположению, что параллакс и собственное движение равны нулю,

другими словами, использованию априорного значения, равного нулю с беско­

нечным весом. Использование более тщательно выбранного априорного значе­

ния улучшает качество астрометрического решения для этих звёзд. В частно­

сти, это обеспечивает элегантный способ гарантировать, что оценки положения

получают формальные неопределенности, которые правильно характеризуют

фактические ошибки.

Априорная информация включается в астрометрическое решение с исполь­

зованием правила Байеса. По практическим соображениям априорные распре­

деления вероятностей принимаются гауссовыми. Более того, они всегда центри­

рованы на нуле, поскольку любой другой выбор обязательно включал бы допол­

нительные предположения и, таким образом, был бы еще более произвольным.

Для объектов с пренебрежимо малым параллаксом, таких как квазары, это

консервативный выбор.

Было проанализировано влияние различных априорных данных на астро­

метрические решения, основанные на численных экспериментах с реалистич­

ными распределениями звездных параметров из модели Gaia Universe Model
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Snapshot (GUMS). Для оптимизации априорной информации было наложено

требование, чтобы 90% фактических ошибок положения были включены в 90%

доверительный эллипс, вычисленный на основании гауссовой апостериорной

плотности вероятности, т. е. с использованием формальной ковариационной

матрицы. Используя полученную априорную информацию (𝜛𝑝 = 0± 𝜎𝜛,F90),

было продемонстрировано, что несингулярные пятипараметрические астромет­

рические решения могут быть получены с разумными оценками неопределенно­

стей координат для любой звезды, которая наблюдается хотя бы в одном тран­

зите поля зрения. Использование этой априорной информации немного умень­

шает фактические ошибки положения по сравнению с двухпараметрическим

решением.

Выбор 90%-го уровня достоверности для ошибок положения произволен,

и можно было бы оптимизировать априорную вероятность для любого друго­

го уровня. 10% звёзд, лежащих вне доверительного эллипса, нелегко иденти­

фицировать в данных, и их можно считать статистическими выбросами. При

статистическом использовании данных 90% обеспечивает хороший компромисс

между сохранением достаточно малой доли выбросов и поддержанием хорошей

характеристики позиционных неопределенностей для большинства звёзд. Более

высокий уровень достоверности уменьшил бы долю выбросов, но за счет быст­

ро растущей области достоверности из-за негауссовой природы фактических

ошибок положения.

Как и любое решение, использующее априорную информацию, получен­

ные астрометрические параметры в целом смещены. При использовании опор­

ной эпохи, совпадающей со средней эпохой наблюдений, смещение положения

имеет порядок пренебрегаемого параллакса или, самое большее, несколько мсд

в типичных случаях, что вполне приемлемо. Чтобы получить реалистичные

неопределенности положений, необходимо ввести параллакс и собственное дви­

жение в качестве формальных параметров в решение. Это означает, что для

них также предоставляются апостериорные оценки. Однако полученные парал­
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лаксы и собственные движения в целом настолько сильно смещены априорной

информацией, что они становятся физически бессмысленными, и поэтому их не

следует использовать.

Разработанная методика успешно применялась при создании всех трёх вы­

пущенных к настоящему времени астрометрических каталогов Gaia и, без со­

мнения, будет использована в последующих выпусках. Кроме того, она весьма

универсальна и может быть применена для надежного определения координат

звёзд в тех случаях, когда имеющейся информации недостаточно для получе­

ния полноценного решения с пятью астрометрическими параметрами.
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Глава 4

Модификация стандартной астрометрической

модели с учётом конечности скорости света

Сформулированная в первой главе стандартная астрометрическая модель

является чисто классической и тем самым неявно содержит предположение о

бесконечности скорости света. Конечно, на практике все эффекты, связанные

с конечностью скорости, должным образом учитываются при обработке наблю­

дений [15; 16; 80; 82], выполняемых либо с поверхности Земли, либо с борта кос­

мического аппарата. Как отмечено выше, результатом редукции наблюдений к

системе ICRS, по сути, является набор параметров, описывающих положение и

скорость звезды в определённый момент времени, как они выглядели бы для

фиктивного наблюдателя, находящегося в состоянии покоя в БСС в отсутствие

гравитационных полей всех тел Солнечной системы. При этом предполагается,

что означенный момент времени отсчитывается по часам наблюдателя, привя­

занным к шкале времени TCB.

Вследствие конечности скорости света информация об изменении состоя­

ния звезды достигнет наблюдателя лишь по истечении срока, за который свет

пройдет расстояние от рассматриваемой звезды до наблюдателя. Связанные с

этим эффекты запаздывания приводят к необходимости проводить различие

между истинными и наблюдаемыми величинами. Последние иногда называют

видимыми [80; 91] или кажущимися [9], но термин «наблюдаемая величина»

представляется вполне адекватным в данном контексте. Подчеркнем еще раз,

что в дальнейшем предполагается, что все эффекты общей теории относитель­

ности были учтены при редукции наблюдений. С этого момента под наблюде­

нием мы подразумеваем информацию о мгновенном кинематическом состоянии
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звезды, которую видит наблюдатель, находящийся в БСС, относительно опре­

деленного момента, считываемого часами наблюдателя. Столь высокий уровень

абстракции позволяет изучить эффекты запаздывания в чистом виде.

Возможно, впервые астрометрические проявления конечности скорости

света были рассмотрены Шварцшильдом. При обсуждении вековой аберрации

(звездной аберрации из-за движения Солнечной системы) в работе [126] он вы­

вел соотношение между видимыми и истинными собственными движениями с

точностью до членов первого порядка по 𝑣/𝑐. В статье [61] преобразование аст­

рометрических параметров с учетом эффектов запаздывания было получено

как разложение в ряд по 𝑡 и 𝑣/𝑐, хотя и в форме, не очень полезной для прак­

тического применения. Автор пришел к выводу, что эффектами запаздывания

«можно пренебречь в астрометрии современной точности, хотя и не обязатель­

но, если измерения за пределами атмосферы станут практичными». Наиболее

полный анализ проблемы до настоящего времени был выполнен Штумпффом

[133], который вывел строгие соотношения между видимыми и истинными вели­

чинами на основе однородной прямолинейной модели, включая эффекты запаз­

дывания. В настоящей работе представлено полное решение задачи, которое

содержит вывод необходимых уравнений, их точное математическое решение

и построение на этой основе строгой процедуры для преобразования эпохи с

учетом конечности скорости света. Сопоставление с работой [133] приведено

разделе 4.3.5.
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4.1. Эффекты запаздывания для равномерного движения

4.1.1. Световое уравнение

В рамках астрометрической модели движение звезды описывается уравне­

нием (1.2). Выпишем его ещё раз

𝑅(𝑇2) = 𝑅(𝑇1) + (𝑇2 − 𝑇1)𝑣 . (4.1)

Конечная скорость света делает необходимым различать время 𝑇 em, когда

световой сигнал был испущен звездой, и время 𝑇 obs, когда тот же сигнал был

обнаружен наблюдателем. Два момента времени связаны световым уравнением

𝑇 obs = 𝑇 em +𝑅(𝑇 em)/𝑐 , (4.2)

где 𝑅 – барицентрическое расстояние звезды.

Используя равномерную прямолинейную модель, описываемую уравнени­

ем (4.1), и учитывая разницу между барицентрическими векторами в два мо­

мента времени, получаем

𝑅(𝑇 em) = 𝑅(𝑇 obs)− 𝜏𝑣 , (4.3)

где введено время распространения света

𝜏 = 𝑇 obs − 𝑇 em . (4.4)

Уравнение (4.3), проиллюстрированное на рисунке 4.1, соответствует известно­

му эффекту планетарной аберрации в классической астрономии [147].



109

B

R(T em)

R(T obs) vτ

A

A'

Рис. 4.1. – Эффект запаздывания для наблюдений равномерно движущейся звезды с точки

зрения наблюдателя в барицентре Солнечной системы B. Этот рисунок явно демонстрирует

различие между наблюдаемым и истинным положением, описываемое уравнением (4.3). В

момент 𝑇 obs наблюдаемое положение звезды A даётся вектором 𝑅(𝑇 em). В течение времени

𝜏 , за которое свет пройдёт путь от точки A до точки B, звезда переместится в точку A’.

4.1.2. Истинные и наблюдаемые величины

Важным моментом уравнения (4.3) является то, что направление на звез­

ду во время наблюдения, 𝑇 obs, задается барицентрическим вектором 𝑅(𝑇 em) в

более раннее время 𝑇 em. Положение во время наблюдения, 𝑅(𝑇 obs), не наблю­

дается напрямую (по крайней мере, во время 𝑇 obs, хотя его можно вывести с

помощью (4.3)).

Этот факт предполагает, что нам необходимо осознать разницу между на­

блюдаемыми величинами, такими как 𝑅(𝑇 em) в момент времени 𝑇 obs, и теми,

которые не могут быть непосредственно обнаружены, такими как 𝑅(𝑇 obs). На­
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блюдаемые величины будут снабжаться верхним индексом “app”, а ненаблюда­

емые, то есть истинные, – верхним индексом “true”. Таким образом, мы можем

записать

𝑅app(𝑇 obs) ≡ 𝑅true(𝑇 em) [ = 𝑅(𝑇 em) ] . (4.5)

Равенство в скобках подчеркивает, что величины, рассмотренные до сих пор,

были истинными в указанном выше смысле.

Однородная прямолинейная модель в уравнении (4.1), конечно, выражает­

ся полностью в терминах истинных величин. Теперь мы перепишем ее в терми­

нах видимых величин в моменты наблюдений. Поскольку 𝜏 = 𝑅app(𝑇 obs)/𝑐, мы

считаем, что световое время 𝜏 является наблюдаемой (видимой) величиной.

Если 𝑇1 и 𝑇2 в уравнении (4.1) принимаются за времена испускания, мы

можем записать

𝑅true(𝑇 em
2 ) = 𝑅true(𝑇 em

1 ) + (𝑇 em
2 − 𝑇 em

1 )𝑣true . (4.6)

Используя уравнение (4.4) для того, чтобы выразить 𝑇 em
2 − 𝑇 em

1 через наблю­

даемые величины, и подставляя 𝑅true(𝑇 em) из равенства (4.5), находим

𝑅app(𝑇 obs
2 ) = 𝑅app(𝑇 obs

1 ) +
[︀
(𝑇 obs

2 − 𝑇 obs
1 )− (𝜏2 − 𝜏1)

]︀
𝑣true . (4.7)

Это почти достигает нашей цели, за исключением того, что формула все еще

содержит одну величину, 𝑣true, которую нельзя наблюдать напрямую.

(Истинная) скорость по определению является производной по времени

от вектора положения, что также очевидно из уравнения (4.1). Не имеет зна­

чения, используем ли мы время испускания или наблюдения при вычислении

производной, пока то же самое время используется в качестве аргумента диф­

ференцируемого вектора положения; то есть

𝑣true =
d𝑅true(𝑇 em)

d𝑇 em
=

d𝑅true(𝑇 obs)

d𝑇 obs
. (4.8)

На самом деле ни одна из этих производных не может быть измерена напрямую.

Единственная скорость, которая может быть, в принципе, получена напрямую
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из наблюдений, это производная видимого положения по времени наблюдения,

или

𝑣app =
d𝑅app(𝑇 obs)

d𝑇 obs
=

d𝑅true(𝑇 em)

d𝑇 obs
. (4.9)

Сопоставление с формулой (4.8) показывает, что истинная и наблюдаемая ско­

рость связи следующим образом:

𝑣app = 𝑣true d𝑇
em

d𝑇 obs
(4.10)

и

𝑣true = 𝑣appd𝑇
obs

d𝑇 em
. (4.11)

Для продолжения нам нужны выражения для этих производных, такие, чтобы

d𝑇 em/d𝑇 obs была записана как функция истинной скорости, а d𝑇 obs/d𝑇 em —

как функция кажущейся скорости.

Эти выражения получаются из светового уравнения (4.2). Дифференциро­

вание по 𝑇 em даёт
d𝑇 obs

d𝑇 em
= 1 + 𝑣true𝑟 /𝑐 . (4.12)

Используемая здесь истинная лучевая скорость 𝑣true𝑟 определяется как производ­

ная барицентрического, то есть, истинного, расстояния по времени испускания

света:

𝑣true𝑟 =
d𝑅true(𝑇 )

d𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝑇=𝑇 em

. (4.13)

Здесь уместно отметить, что в концептуальной работе [91] эта величина име­

нуется кинематической лучевой скоростью. Записывая барицентрическое поло­

жение как 𝑅 = 𝑢𝑅, где 𝑢 – единичный вектор, имеем d𝑅/d𝑇 = 𝑢′(d𝑅/d𝑇 ),

откуда следует, что 𝑣true𝑟 представляет собой проекцию 𝑣true вдоль луча зрения:

𝑢true(𝑇 em) = 𝑢app(𝑇 obs).

Выражение в правой части уравнения (4.12) иногда называют доплеров­

ским множителем (см. например [133]). Название происходит от того обстоя­

тельства, что в классическом приближении оно равно отношению наблюдаемых

длин волн к длинам волн в системе отсчета покоя, 𝜆obs/𝜆lab, для неподвижного
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наблюдателя. В специальной теории относительности отношение длин волн по­

лучает дополнительный лоренц-фактор обусловленным различием между 𝑇 em

и собственным временем источника света; этот множитель зависит от полной

скорости 𝑣true и, следовательно, включает в себя как ее тангенциальную состав­

ляющую, так и радиальную.

Выражение для производной d𝑇 obs/d𝑇 em получается подобным образом.

Дифференцирование (4.2) по 𝑇 obs с использованием (4.5) даёт

d𝑇 em

d𝑇 obs
= 1− 𝑣app𝑟 /𝑐 . (4.14)

Здесь введена наблюдаемая лучевая скорость, определяемая как производная

наблюдаемго барицентрического расстояния по времени наблюдения:

𝑣app𝑟 =
d𝑅app(𝑇 )

d𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝑇=𝑇 obs

. (4.15)

В работе [91] эта величина именуется астрометрической лучевой скоростью.

Несложно проверить, что 𝑣app𝑟 представляет собой проекцию 𝑣app вдоль луча

зрения 𝑢app в момент наблюдения.

Подставляя (4.12) и (4.14) в (4.10) и (4.11), соответственно, получаем фор­

мулы, которые выражают связь между наблюдаемой и истинной скоростью.

𝑣app = 𝑣true
(︀
1 + 𝑣true𝑟 /𝑐

)︀−1
, (4.16)

𝑣true = 𝑣app (1− 𝑣app𝑟 /𝑐)−1 . (4.17)

Таким образом, эти скорости связаны посредством соответствующих доплеров­

ских множителей; направление наблюдаемой и истинной скорости совпадают,

тогда как их абсолютные величины различаются.

В то время как истинная скорость постоянна, согласно однородной пря­

молинейной модели, ее радиальная составляющая 𝑣true𝑟 = 𝑢(𝑇 )′𝑣true в общем

случае постепенно изменяется по мере движения звезды по прямой линии из-за

изменения направления луча зрения 𝑢(𝑇 ). Как показывает уравнение (4.16),

это означает, что кажущаяся скорость, в общем случае, также является функ­

цией времени. Исключением является звезда без собственного движения, т. е.
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движущаяся по прямой линии, проходящей через наблюдателя, в этом случае

истинная радиальная скорость постоянна.

Примечательно, что наблюдаемая скорость может при определённых об­

стоятельствах превышать скорость света. Например, рассмотрим объект, кото­

рый движется строго по направлению к наблюдателю со скоростью 2/3𝑐. По­

скольку лучевая скорость для приближающегося объекта отрицательна, уравне­

ние (4.16) показывает, что наблюдаемая лучевая скорость в таком случае будет

равна −2𝑐. В этом, на первый взгляд парадоксальном, результате нет ничего

необычного. Объекты со сверхсветовыми скоростями наблюдались неоднократ­

но, и эта тема широко обсуждалась в литературе в 60-70-х годах [3; 36; 49; 53;

117; 118]. Связанные с этим вопросы подробно изложены в книге [9].

Мы теперь можем представить кинематическую модель исключительно в

терминах наблюдаемых величин. Подставляя (4.17) в (4.7), получаем

𝑅app(𝑇 obs
2 ) = 𝑅app(𝑇 obs

1 ) +
[︀
(𝑇 obs

2 − 𝑇 obs
1 )− (𝜏2 − 𝜏1)

]︀ 𝑣app

1− 𝑣app𝑟 /𝑐
. (4.18)

Как уже упоминалось, кажущиеся скорости 𝑣app и 𝑣app𝑟 , которые появляются в

последнем множителе уравнения (4.18), в общем случае являются функциями

времени. Однако, поскольку этот множитель равен истинной скорости, которая

не зависит от времени, его можно оценить для любого времени, включая 𝑇 obs
1

и 𝑇 obs
2 .

Уравнение (4.18), определяющее наблюдаемое движение звезды, является

фундаментальным для вычисления наблюдаемых величин в произвольный мо­

мент времени. Его решение обсуждается в разделе 4.2. Классическое уравнение

движения (4.1) восстанавливается в пределе как 𝑐→ ∞.
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4.2. Преобразование эпохи с эффектами запаздывания

В этом разделе разработана процедура преобразования астрометрических

параметров и их ковариаций от одной эпохи к другой с учётом эффектов, свя­

занных с конечностью скорости распространения света.

4.2.1. Решение уравнения движения

Уравнения (4.7) и (4.18) неявно определяют наблюдаемое положение звез­

ды в терминах истинной и наблюдаемой скорости соответственно. В нижеследу­

ющих формулах (4.19)–(4.25) символ 𝑣̄ означает истинную скорость. Используя

обозначения, введённые в разделе 4.1, мы можем записать выражение (4.7) как

𝑅 = 𝑅0 + 𝑣̄

(︂
𝑡− 𝑅

𝑐
+ 𝜏0

)︂
, (4.19)

где 𝜏0 = 𝑅0/𝑐 – время распространения света в начальный момент 𝑡0. Возводя

в квадрат, получаем квадратное уравнение для наблюдаемого расстояния:(︂
1− 𝑣2

𝑐2

)︂
𝑅2 +

2

𝑐
𝑣̄′ [𝑅0 + 𝑣̄ (𝑡+ 𝜏0)]𝑅− [𝑅0 + 𝑣̄ (𝑡+ 𝜏0)]

2 = 0 . (4.20)

Из формул Виета видно, что это уравнение имеет корни противоположных зна­

ков. Выбирая положительный корень, находим(︂
1− 𝑣2

𝑐2

)︂
𝑅 = −1

𝑐
𝑣̄′ [𝑅0 + 𝑣̄ (𝑡+ 𝜏0)] +

√︂
[𝑅0 + 𝑣̄ (𝑡+ 𝜏0)]

2 − 1

𝑐2
(𝑣̄ ×𝑅0)

2 .

(4.21)

Нетрудно видеть, что правая часть этого уравнения всегда положительна. Дей­

ствительно, подкоренное выражение можно записать как сумму двух существен­
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но положительных величин(︂
1− 𝑣2

𝑐2

)︂
[𝑅0 + 𝑣̄ (𝑡+ 𝜏0)]

2 +
1

𝑐2
{𝑣̄′ [𝑅0 + 𝑣̄ (𝑡+ 𝜏0)]}2 , (4.22)

одна из которых в точноcти равна квадрату первого слагаемого в правой части

формулы (4.21).

Определив барицентрическое расстояние в момент времени 𝑡, мы можем

вычислить выражение в скобках в правой части уравнения (4.19), которое пред­

ставляет собой разницу в моментах испускания сигнала, соответствующую мо­

менту 𝑡, согласно формуле (4.7):

Δ𝑇 em = 𝑡− 𝑅

𝑐
+ 𝜏0 . (4.23)

Используя 𝑅 из (4.21), получаем(︂
1− 𝑣2

𝑐2

)︂
Δ𝑇 em = 𝑡+ 𝜏0 +

𝑣̄′𝑅0

𝑐2
− 1

𝑐

√︂
[𝑅0 + 𝑣̄ (𝑡+ 𝜏0)]

2 − 1

𝑐2
(𝑣̄ ×𝑅0)

2 . (4.24)

Для дальнейшего изложения удобно представить Δ𝑇 em в виде дроби, применив

равенство вида 𝑥− 𝑦 = (𝑥2 − 𝑦2)/(𝑥+ 𝑦):

Δ𝑇 em =
𝑡 (𝑡+ 2𝜏0)

𝑡+ 𝜏0 +
𝑣̄′𝑅0

𝑐2
+

1

𝑐

√︂
[𝑅0 + 𝑣̄ (𝑡+ 𝜏0)]

2 − 1

𝑐2
(𝑣̄ ×𝑅0)

2

. (4.25)

Подставляя 𝑣̄ = 𝑣0/ (1− 𝑣𝑟0/𝑐), согласно (4.17), используя полученное выраже­

ние для Δ𝑇 em в (4.18) и опуская промежуточные громоздкие выкладки, полу­

чаем окончательно

𝑅 = 𝑅0 + 𝑣0𝑡𝑓T , (4.26)

где введен временной фактор

𝑓T =
𝑡+ 2𝜏0

𝜏0 +
(︁
1− 𝑣𝑟0

𝑐

)︁
𝑡+

1

𝑐

√︂
(𝑅0 + 𝑣0𝑡)

2 +
2𝑡

𝑐2𝜏0
(𝑣0 ×𝑅0)

2

. (4.27)

Эти формулы полностью решают рассматриваемую задачу: они определяют на­

блюдаемое положение в произвольный момент времени в терминах начального

положения и скорости в рамках стандартной астрометрической модели.
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Полезно рассмотреть частный случай чисто радиального движения, когда

𝑣𝑟0 = 𝑣0 и 𝑣𝑡 = 0. Тогда 𝑣0
′𝑅0 = 𝑣0𝑏0 и 𝑣0 × 𝑅0 = 0, так что 𝑓T = 1, и

выражение (4.26) сводится к

𝑅 = 𝑅0 + 𝑣0𝑡 . (4.28)

Таким образом, мы приходим к выводу, что конечное время распространения

света не оказывает никакого влияния на наблюдаемое движение звезды в случае

чисто радиального движения. Конечно, этот результат можно получить гораз­

до проще, не используя общее решение уравнения наблюдаемой траектории:

замечая, что обе скорости 𝑣true и 𝑣true𝑟 являются в этом случае постоянными, из

уравнения (4.16) следует, что и видимая скорость постоянна. Таким образом,

мы можем заменить дифференциалы в уравнениях (4.10) и (4.11) конечными

разностями, что даёт

Δ𝑇 em𝑣true = Δ𝑇 obs𝑣app . (4.29)

Подставляя это в (4.6) и используя соотношение (4.5) между истинным и на­

блюдаемым положениями, мы снова приходим к формуле (4.28). Поскольку

эффекты, связанные с временем распространения света, исчезают при отсут­

ствии поперечного движения, можно ожидать, что они будут малы для звезд с

малыми собственными движениями. Этот вопрос подробно рассматривается в

Приложении 4.5.

4.2.2. Преобразование астрометрических параметров

Преобразование астрометрических параметров от одной эпохи к другой с

учётом эффектов запаздывания выполняется по той же самой схеме, которая

была использованы в разделе 1.2 для преобразования эпохи в рамках стандарт­
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ной модели. Используя решение (4.26), находим квадрат преобразованного на­

блюдаемого положения

𝑅2 = 𝑅2
0

(︁
1 + 2𝜇𝑟0𝑡𝑓T +

(︀
𝜇20 + 𝜇2𝑟0

)︀
(𝑡𝑓T)

2
)︁
. (4.30)

Далее, по аналогии с выражением (1.29) вводим относительное изменение рас­

стояния

𝑓D ≡ 𝑅0/𝑅 =
[︁
1 + 2𝜇𝑟0𝑡𝑓T +

(︀
𝜇20 + 𝜇2𝑟0

)︀
(𝑡𝑓T)

2
]︁−1/2

(4.31)

и получаем преобразованное барицентрическое направление

𝑢 = [𝑢0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡𝑓T) + 𝜇0𝑡𝑓T] 𝑓D , (4.32)

а также – преобразованный параллакс

𝜛 = 𝜛0𝑓D . (4.33)

Сопоставление формул (4.30)-(4.33) и (1.28)-(1.31) показывает, что включением

эффектов запаздывания просто сводимся к замене 𝑡→ 𝑡𝑓T.

Теперь рассмотрим преобразование собственных движений 𝜇 и 𝜇𝑟. Как

пояснено в разделе 1.1, собственные движения можно найти двумя эквивалент­

ными методами. Они могут быть либо выражены как производные по времени,

либо получены из соответствующих компонентов скорости. Однако прямое диф­

ференцирование по времени представляет большие трудности, поскольку 𝑢 и 𝑅

включают фактор 𝑓T, который является сложной функцией времени. Напротив,

вычисление собственного движения с использованием наблюдаемой скорости в

данном случае относительно просто.

Для преобразования наблюдаемой скорости, удобно применить следующий

прием, основанный на постулируемом постоянстве истинной скорости. Сначала

мы получаем истинную скорость из начальной наблюдаемой скорости с помо­

щью уравнения (4.17), а затем подставляем ее в уравнение (4.16), чтобы по­

лучить наблюдаемую скорость в момент времени 𝑡. Однако следует подчерк­

нуть, что радиальная составляющая истинной скорости 𝑣true𝑟 в (4.16) долж­

на быть вычислена вдоль преобразованного барицентрического направления:
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𝑣true𝑟 = 𝑢′𝑣true. Произведя вычисления, мы находим преобразованную наблюда­

емую скорость

𝑣 = 𝑣0𝑓V , (4.34)

где мы ввели фактор скорости

𝑓V =

[︂
1 +

𝑢′𝑣0

𝑐
− 𝑣𝑟0

𝑐

]︂−1

=

[︂
1 +

(𝑢− 𝑢0)
′𝑣0

𝑐

]︂−1

. (4.35)

Разложение вектора 𝑣 на тангенциальную и радиальную компоненты относи­

тельно направления, задаваемого преобразованным барицентрическим направ­

лением (4.32), даёт преобразованные тангенциальную и радиальную компонен­

ты наблюдаемой скорости:

𝑣𝑡 = [𝑣0 − 𝑢 (𝑢′𝑣0)] 𝑓V , (4.36)

𝑣𝑟 = (𝑢′𝑣0) 𝑓V . (4.37)

Окончательно преобразование собственных движением получается подстанов­

кой этих соотношений в уравнения (1.3) и (1.15):

𝜇 =
[︀
𝜇0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡𝑓T)− 𝑢0𝜇

2
0𝑡𝑓T

]︀
𝑓 3D𝑓V , (4.38)

𝜇𝑟 =
[︀
𝜇𝑟0 +

(︀
𝜇20 + 𝜇2𝑟0

)︀
𝑡𝑓T
]︀
𝑓 2D𝑓V . (4.39)

Преобразованные экваториальные координаты (𝛼, 𝛿) и компоненты собствен­

ного движения (𝜇𝛼*, 𝜇𝛿) на эпоху 𝑡 получаются из векторов 𝑢B и 𝜇 обычным

образом с использованием уравнений (1.7) и (1.10) соответственно.

Как и в случае стандартной модели, выведенные соотношения описывают

преобразование шести астрометричеких параметров (𝛼0, 𝛿0, 𝜛0, 𝜇𝛼*0, 𝜇𝛿0, 𝜇𝑟0),

отнесённых к эпохе 𝑡0, в соответствующий набор параметров (𝛼, 𝛿, 𝜛, 𝜇𝛼*, 𝜇𝛿,

𝜇𝑟), отнесённый к произвольной эпохе 𝑡. Учёт эффектов запаздывания приводит

к замене 𝑡 → 𝑡𝑓T и к появлению множителя 𝑓V в формулах для собственного

движения. Уместно отменить, что полученное преобразование также являет­

ся полностью обратимым: последующее преобразование от 𝑡 к 𝑡0 приводит к

исходным парамерам.



119

4.2.3. Масштабные множители 𝑓D, 𝑓T и 𝑓V

Формулы, полученные в предыдущих разделах, включают три величины

𝑓D, 𝑓T и 𝑓V, которые появляются как масштабирующие коэффициенты для из­

менений наблюдаемого расстояния, времени и скорости на распространяемом

интервале. В этом разделе мы далее исследуем их физический смысл и дадим

для них выражения в терминах астрометрических параметров.

Все три коэффициента на практике очень близки к единице, линейно стре­

мясь к 1 при 𝑡→ 0. (Приближенные формулы для малых 𝑡 даны в разделе 4.5.)

Однако, в то время как 𝑓T = 𝑓V = 1 в пределе 𝑐 → ∞, фактор расстояния

𝑓D в общем случае отличается от 1 также при игнорировании эффектов за­

паздывания, поскольку он дает относительное изменение расстояния согласно

уравнениям (1.29) и (4.31).

Значение фактора времени 𝑓T не сразу очевидно из его вывода в разде­

ле 4.2.1. Однако, отметив, что его также можно записать

𝑓T =
1

1− 𝑣𝑟0/𝑐

Δ𝑇 em

Δ𝑇 obs
, (4.40)

мы видим, что он представляет собой комбинацию двух физических эффектов,

возникающих из конечности скорости света: разницы между временем наблюде­

ния и временем испускания, и разницы в абсолютном значении между истинной

и кажущейся скоростями (фактор Доплера). Записывая время распространения

света, отвечающее начальному моменту, как

𝜏0 =
𝜏A
𝜛0

, (4.41)

где 𝜏A = 𝐴/𝑐 = 499.004 784 s – время, за которое свет проходит одну астрономи­

ческую единицу, мы можем выразить временной фактор через астрономические

параметры:

𝑓T =
𝜛0𝑡+ 2𝜏A

𝜛0𝑡+ 𝜏A (1 + 𝑍 − 𝜇𝑟0𝑡)
, (4.42)
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где

𝑍 =
√︁
1 + (𝑡+ 2𝜏A/𝜛0)𝜇20𝑡+ (2 + 𝜇𝑟0𝑡)𝜇𝑟0𝑡 . (4.43)

Как видно из уравнения (4.34), фактор скорости 𝑓V дает относительное

изменение наблюдаемой скорости за временной интервал распространения. Из

второго равенства в уравнении (4.35) этот эффект можно интерпретировать как

вековое изменение фактора Доплера. В терминах астрометрических параметров

фактор скорости выглядит следующим образом

𝑓V =
{︀
1 + (𝜏A/𝜛0)

[︀
𝜇𝑟0 (𝑓D − 1) + 𝑓D

(︀
𝜇20 + 𝜇2𝑟0

)︀
𝑡𝑓T
]︀}︀−1

. (4.44)

Кроме того, полезно отметить, что между величинами 𝑓V и 𝑓T существует

весьма простое соотношение:

𝑓V =
d

d𝑡
(𝑡𝑓T) . (4.45)

Хотя прямая проверка этого соотношения требует громоздких вычислений, в

его истинности можно убедиться проще, сравнив выражение для вектора соб­

ственного движения в уравнении (4.38) с эквивалентным вектором, полученным

путем дифференцирования 𝑢 в уравнении (4.32) по 𝑡. Смысл уравнения (4.45)

становится яснее, если его переписать следующим образом. Подставляя урав­

нение (4.40) для временного фактора, используя, что Δ𝑇 obs = 𝑡, и используя

уравнения (4.34), (4.23) и (4.15), мы получаем следующую эквивалентную фор­

му уравнения (4.45):
𝑣

𝑣0
=

1− 𝑣𝑟/𝑐

1− 𝑣𝑟0/𝑐
. (4.46)

Это уравнение имеет простую интерпретацию: оно дает явное соотношение меж­

ду абсолютным значением преобразованной наблюдаемой скорости и преобра­

зованной наблюдаемой радиальной скоростью. В частности, оно показывает,

что эти величины изменяются в противоположных направлениях: увеличение

𝑣𝑟 приводит к уменьшению 𝑣 и наоборот. Качественно подобное поведение об­

наруживается также в случаях, когда движение не подчиняется однородной
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прямолинейной модели; однако, простое линейное соотношение выше не выпол­

няется в общем случае.

4.2.4. Преобразование ошибок и корреляций

Преобразование астрометрических параметров включает в себя масштаб­

ные множители 𝑓D, 𝑓T и 𝑓V, которые в свою очередь являются функциями ис­

ходных параметров. Таким образом, зависимость преобразованных параметров

от исходных становится весьма сложной. Чтобы сохранить компактность вы­

ражений, мы не будем раскрывать дифференциалы масштабных множителей

в нижеследующих формулах. Полные выражения для дифференциалов приве­

дены в конце этого раздела. Более того, удобно использовать не обычные, а

логарифмические дифференциалы: d ln 𝑓D = d𝑓D/𝑓D и т. д.

Мы начинаем с рассмотрения дифференциалов преобразованных астро­

метрических параметров. Дифференциалы экваториальных координат даются

формулой (1.44). Дифференциал параллакса даётся формулой (1.45). Диффе­

ренциалы компонентов собственного движения даются формулой (1.46). Далее,

находим из уравнения (4.33)

d𝜛 = 𝑓D d𝜛0 +𝜛 d ln 𝑓D , (4.47)

Непосредственное дифференцирование соотношения (4.39) даёт

d𝜇𝑟 = 2𝑡𝑓T𝑓
2
D𝑓V (𝜇𝛼*0d𝜇𝛼*0 + 𝜇𝛿0d𝜇𝛿0)

+ (1 + 2𝜇𝑟0𝑡𝑓T) 𝑓
2
D𝑓Vd𝜇𝑟0

+ 𝜇𝑟 (2d ln 𝑓D + d ln 𝑓V + d ln 𝑓T)− 𝜇𝑟0𝑓
2
D𝑓Vd ln 𝑓T .

(4.48)

Для того чтобы найти дифференциалы координат и компонентов собствен­

ного движения из уравнений (1.44) и (1.46), необходимо выразить d𝑢 и d𝜇 через
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начальные астрометрические параметры. Из формулы (4.32) находим диффе­

ренциал преобразованного направления

d𝑢 = [(1 + 𝜇𝑟0𝑡𝑓T) d𝑢0 + 𝑡𝑓T (d𝜇0 + 𝑟0d𝜇𝑟0)] 𝑓D

− 𝑟0𝑓Dd ln 𝑓T + 𝑢 (d ln 𝑓D + d ln 𝑓T) .
(4.49)

Полезно заметить, что последний член здесь обращается в нуль при выполнении

скалярного умножения на вектора 𝑝 и 𝑞, так как 𝑝′𝑢 = 𝑞′𝑢 = 0; следовательно,

этот член не входит в окончательные выражения для дифференциалов d𝛼* и

d𝛿. Дифференцирование уравнения (4.39) даёт

d𝜇 =− 𝜇20𝑡𝑓T𝑓
3
D𝑓Vd𝑢0 + (1 + 𝜇𝑟0𝑡𝑓T) 𝑓

3
D𝑓Vd𝜇0

− 2𝑟0𝑡𝑓T𝑓
3
D𝑓V (𝜇𝛼*0d𝜇𝛼*0 + 𝜇𝛿0d𝜇𝛿0)

+ 𝜇0𝑡𝑓T𝑓
3
D𝑓Vd𝜇𝑟0 + 𝜇 (3d ln 𝑓D + d ln 𝑓V + d ln 𝑓T)

− 𝜇0𝑓
3
D𝑓Vd ln 𝑓T .

(4.50)

Здесь мы не стали раскрывать дифференциалы d𝑢0 (вычисляемый аналогично

1.43) и d𝜇0 (даваемый формулой 1.42), чтобы избежать слишком громоздких

формул. Соответствующие явные выражения использованы при вычислении

частных производных в Appendix 4.4.

Теперь мы переходим к рассмотрению масштабных факторов и начинаем

с фактора расстояния. Из определения (4.31) находим

d𝑓D =− (𝑡𝑓T)
2 𝑓 3D (𝜇𝛼*0d𝜇𝛼*0 + 𝜇𝛿0d𝜇𝛿0)

− 𝑡𝑓T𝑓
3
D (1 + 𝜇𝑟0𝑡𝑓T) d𝜇𝑟0

− 𝑓 3D
[︀
𝜇𝑟0𝑡+

(︀
𝜇20 + 𝜇2𝑟0

)︀
𝑡2𝑓T

]︀
d𝑓T .

(4.51)

Используя преобразование радиального собственного движения (4.39), мы мо­

жем записать последнее слагаемое как −𝑓D (𝜇𝑟𝑡𝑓T/𝑓V) d ln 𝑓T. Поделив на 𝑓D,

находим логарифмический дифференциал

d ln 𝑓D =− (𝑡𝑓T)
2 𝑓 2D (𝜇𝛼*0d𝜇𝛼*0 + 𝜇𝛿0d𝜇𝛿0)

− 𝑡𝑓T𝑓
2
D (1 + 𝜇𝑟0𝑡𝑓T) d𝜇𝑟0

− (𝜇𝑟𝑡𝑓T/𝑓V) d ln 𝑓T .

(4.52)
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Логарифмический дифференциал фактора скорости получается непосредствен­

но из его выражения через астрометрические параметры (4.44):

d ln 𝑓V =
𝜏A
𝜛2

0

𝑓V
[︀
𝜇𝑟0 (𝑓D − 1) + 𝑓D

(︀
𝜇20 + 𝜇2𝑟0

)︀
𝑡𝑓T
]︀
d𝜛0

− 2
𝜏A
𝜛0

𝑡𝑓T𝑓D𝑓V (𝜇𝛼*0d𝜇𝛼*0 + 𝜇𝛿0d𝜇𝛿0)

+
𝜏A
𝜛0

𝑓V (1− 𝑓D (1 + 2𝜇𝑟0𝑡𝑓T)) d𝜇𝑟0

− 𝜏A
𝜛0

(𝜇𝑟/𝑓D) d ln 𝑓D

− 𝜏A
𝜛0

𝑓D𝑓V
(︀
𝜇20 + 𝜇2𝑟0

)︀
𝑡𝑓Td ln 𝑓T.

(4.53)

Подставляя d ln 𝑓D из соотношения (4.52), находим

d ln𝑓V =
1

𝜛0
(1− 𝑓V) d𝜛0

+
𝜏A
𝜛0

𝑡𝑓T𝑓D (𝜇𝑟𝑡𝑓T − 2𝑓V) (𝜇𝛼*0d𝜇𝛼*0 + 𝜇𝛿0d𝜇𝛿0)

+
𝜏A
𝜛0

[𝑓V + 𝑓D (𝑓V + (1 + 𝜇𝑟0𝑡𝑓T) (𝜇𝑟𝑡𝑓T − 2𝑓V))] d𝜇𝑟0

− 𝜏A
𝜛0

𝜇20𝑡𝑓T𝑓
3
D𝑓Vd ln 𝑓T .

(4.54)

Фактор времени удобно записать в виде дроби

𝑓T = 𝑋/𝑌 , (4.55)

в которой величины 𝑋 и 𝑌 задаются уравнением (4.42). Тогда

d ln 𝑓T =
d𝑋

𝑋
− d𝑌

𝑌
, (4.56)

где

d𝑋 = 𝑡d𝜛0 (4.57)

и

d𝑌 =𝑡

(︂
1− 𝜇20𝜏

2
A

𝑍𝜛2
0

)︂
d𝜛0

+
𝑡𝜏A
𝑍

(︂
𝑡+ 2

𝜏A
𝜛0

)︂
(𝜇𝛼*0d𝜇𝛼*0 + 𝜇𝛿0d𝜇𝛿0)

+ 𝑡𝜏A

(︂
1 + 𝜇𝑟0𝑡

𝑍
− 1

)︂
d𝜇𝑟0 .

(4.58)
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Все частные производные, составляющие якобиан преобразования астро­

метрических параметров от одной эпохе к другой, могут быть выведены из

полученных выше дифференциалов. В качестве примера рассмотрим частную

производную преобразованного прямого восхождения по начальному параллак­

су. Из формулы (1.44) имеем

𝜕𝛼*
𝜕𝜛0

= 𝑝′ 𝜕𝑢

𝜕𝜛0
. (4.59)

Как видно из выражения (4.49), в преобразование направления 𝑢 параллакс 𝜛0

входит только через временной фактор, поэтому мы можем записать

𝜕𝛼*
𝜕𝜛0

= −𝑝′𝑟0𝑓D
𝜕 ln 𝑓T
𝜕𝜛0

. (4.60)

Принимая во внимание соотношения (4.57) и (4.58), находим

𝜕 ln 𝑓T
𝜕𝜛0

=
𝑡

𝑋
−
(︂
1− 𝜇20𝜏

2
A

𝑍𝜛2
0

)︂
𝑡

𝑌
. (4.61)

Окончательно, выражая 𝑋 и 𝑌 через астрометрические параметры, получаем

искомую производную

𝜕𝛼*
𝜕𝜛0

= −𝑝′𝑟0𝑓D𝑡

[︃
1

𝜛0𝑡+ 2𝜏A
−

1− 𝜇20𝜏
2
A/
(︀
𝑍𝜛2

0

)︀
𝜛0𝑡+ 𝜏A (1 + 𝑍 − 𝜇𝑟0𝑡)

]︃
. (4.62)

4.3. Обсуждение

Далее мы обсудим условия, при которых эффекты, связанные с конечно­

стью скорости света, могут быть значимыми при преобразовании астрометриче­

ских параметров то одной эпохи к другую. Сначала мы рассмотрим абсолютную

величину самого эффекта, а затем его величину по отношению к отклонени­

ям от предполагаемого равномерного прямолинейного движения. Обсуждается
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Рис. 4.2. – Эффекты запаздывания для звезды Барнарда (HIP 87937). Красная линия и левая

ось показывают разницу между положениями, вычисленными с учётом эффектов заразды­

вания и без оных. Синяя линия и правая ось показывают то же самое для наблюдаемой

скорости.

применимость разработанной методики к реальным данным и устанавливает­

ся простой критерий того, когда эти эффекты следует игнорировать. Наконец,

мы кратко рассмотрим полученные результаты в связи с более ранней работой

[133].

4.3.1. Когда можно пренебречь эффектами запаздывания?

На практике ненулевое время распространения света можно игнорировать,

если его наблюдаемые проявления малы по сравнению с требуемой астромет­

рической точностью. В Приложении 4.5 выведены приближенные формулы, ко­
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торые описывают влияние времени распространения света на преобразованные

астромтрические параметры. Здесь мы ограничимя угловым положением Δ𝜃 и

собственным движением Δ𝜇. Пусть 𝜎𝜃 и 𝜎𝜇 – требуемые точности положений

и собственных движений, тогда конечностью скорости света можно пренебречь

при выполнении условий Δ𝜃 ≪ 𝜎𝜃 и Δ𝜇 ≪ 𝜎𝜇, которые с помощью уравне­

ния (4.89) можно записать как

𝑡2 ≪ 2𝜛𝜎𝜃
𝜇3𝜏A

, 𝑡≪ 𝜛𝜎𝜇
𝜇3𝜏A

. (4.63)

Для большой разности эпох 𝜎𝜃 = 𝑡𝜎𝜇 согласно (1.61), и полученные условия

совпадают с точностью до множителя 2.

Сильная (кубическая) зависимость от 𝜇 в уравнении (4.63) предполагает,

что эффекты, связанные со временем распространения света, важны в основ­

ном для звезд с высоким собственным движением. В качестве примера рассмот­

рим звезду Барнарда (HIP 87937), которая при 𝜇 = 10357.70 mas yr−1 и 𝜛 =

549.01mas имеет самое большое собственное движение в каталоге Hipparcos [62].

Для позиционной точности 𝜎𝜃 = 1 mas этими эффектами можно пренебречь,

если 𝑡≪ 114 лет, тогда как для 𝜎𝜃 = 1 𝜇as они становятся существенными уже

при 𝑡 ≥ 3.6 лет. На рисунке 4.2 показано влияние времени распространения

света на преобразованные положение и скорость для этой звезды.

4.3.2. Когда эффектами запаздывания пренебречь необходимо?

До сих пор молчаливо предполагалось, что астрометрические параметры

точно описывают состояние движения звезды. Если это условие не выполняется

— например, из-за неопределенностей в параметрах — прямое применение про­

стой кинематической модели может привести к ошибочным и даже физически

абсурдным результатам.
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Рассмотри простой пример, который иллюстрирует влияние ошибок на­

блюдений. Пусть измеренный параллакс будет меньше истинного параллакса,

в то время как ошибки остальных астрометрических параметров незначитель­

ны. Соответственно, расстояние, полученное из измеренного параллакса, будет

завышено. То же можно сказать и о тангенциальной скорости, вычисленной из

этого расстояния и собственного движения. Если истинный параллакс мал, его

измеренное значение, оставаясь положительным, может быть во много раз мень­

ше истинной величины, что приведёт к значительному завышению как расстоя­

ния, так и тангенциальной скорости. Когда наблюдаемый параллакс стремится

к нулю, вычисленная скорость стремится к бесконечности. С другой стороны,

истинная скорость не должна превышать скорость света, 𝑣true < 𝑐. Используя

уравнение (4.17), находим условие

𝑣

1− 𝑣𝑟/𝑐
< 𝑐 , или 𝑣 + 𝑣𝑟 < 𝑐 , (4.64)

где 𝑣 and 𝑣𝑟 – наблюдаемые скорости. В терминах астрометрических параметров

это приводит к следующему условию

𝜛 > 𝜏A

(︁
𝜇𝑟 +

√︀
𝜇2 + 𝜇2𝑟

)︁
. (4.65)

Для данного собственного значения любой параллакс ниже этого предела явля­

ется физически бессмысленным, потому что он отвечает сверхсветовому движе­

нию. Следует подчеркнуть, что здесь речь идёт об истинной скорости. Наблю­

даемая скорость может превышать скорость света, что физически возможно и

вполне допускается уравнением (4.17). Однако, уравнение (4.65) представляет

собой очень слабое условие. Например, оно даёт 𝜛 >∼ 30 𝜇as для собственно­

го движения порядка 1 arcsec yr−1. Учёт наблюдательных ошибок позволяет

наложить гораздо более строгие условия на наблюдаемые параллаксы.

В работе [39] рассматривается влияние точности тригонометрических па­

раллаксов на определение таких физических величин, как расстояние и абсо­

лютная звёздная величина. Для отдельных звёзд такие оценки являются незна­

чительно несмещёнными только тогда, когда истинная относительная точность
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параллакса – отношение ошибки параллакса к его величине – не превышает

10%. Хотя на практике это отношение в точности неизвестно, его можно ап­

проксимировать относительной погрешностью измеренного параллакса, 𝜎𝜛/𝜛.

Поскольку применение незначительных эффектов, связанных со временем рас­

пространения света, очевидно бессмысленно, если результат уже значительно

искажен ошибками наблюдений, мы приходим к выводу, что эти эффекты сле­

дует игнорировать, если 𝜛 < 10𝜎𝜛.

Заслуживает упоминания тот факт, что формулы преобразования, полу­

ченные в рамках классической модели, работают для любого значения парал­

лакса. Параллакс появляется только в уравнении (1.31) и в частных производ­

ных 𝐽34, 𝐽35 и 𝐽36. Все эти выражения включают параллакс как простой мно­

житель, что не приводит ни к каким математическим или численным пробле­

мам, даже если значение параллакса оказывается нулевым или отрицательным.

Физически такой параллакс, конечно, бессмыслен, но, тем не менее, его мож­

но рассматривать как формальный параметр модели. В книге [137] (Глава 16)

приводятся более общие соображения об использовании малых, нулевых или от­

рицательных параллаксов в астрофизических приложениях астрометрических

данных.

4.3.3. Эффекты запаздывания для избранных звёзд

Для звезды с известным параллаксом, собственным движением и луче­

вой скоростью влияние ненулевого времени распространения света на преоб­

разование астрометрических параметров можно наглядно продемонстрировать

сравнивая величины, полученные как с учётом конечности скорости света (раз­

дел 4.2.2), так и без оного (раздел 1.2). Такие вычисления были проделаны
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для звезд Hipparcos с лучевыми скоростями, взятыми из каталога XHIP [2].

Предпоследний столбец в таблице 4.1 даёт вычисленный эффект за столетие в

положении (Δ𝜃). В таблице приведены 23 звезды, для которых смещение поло­

жения превышает 0.5 мсд. Поскольку, как показано в разделе 4.5, и как видно

из рисунка 4.2, Δ𝜃 растёт квадратично со временем, значения, приведенные в

таблице для 𝑡 = 100 лет, легко масштабируются на другую разность эпох.

Интересно сравнить эффекты запаздывания с хорошо известным вековым

ускорением [19; 125; 138], которое является чисто геометрическим эффектом,

возникающим вследствии изменения расстояния и угла между вектором ско­

рости и лучём зрения. Изменение собственного движения, обусловленное этим

эффектом, равно 𝜇̇ = −2𝜇𝜇𝑟, что приводит к изменению положения звезды

Δ𝜃век = 𝜇𝜇𝑟𝑡
2 (4.66)

за время 𝑡. Как видно из таблицы, эффект векового ускорения обычно при­

мерно на три порядка больше эффектов запаздывания (что примерно соотвест­

вует отношению скорости света к скорости звезды). Однако фактическое от­

ношение зависит от угла между движением звезды и лучём зрения, так что,

например, звезда с наибольшими эффектами запаздывания (HIP 57939) имеет

только шестой по величине эффект перспективы. Вековое ускорение полностью

учитывается во всех полученных формулах преобразования, как с эффектами

запаздывания, так и без них.

4.3.4. Эффекты запаздывания и галактическое ускорение

Рассматриваемое преобразование астрометрических параметров основано

на модели равномерного прямолинейного движения звезд, которая в какой­

то момент нарушается из-за (дифференциального) галактического ускорения.
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Таблица 4.1. Избранные звёзды со значительными эффектами запаздывания. В столбцах

приведены: номер звезды в каталоге Hipparcos, тригонометрический параллакс, компоненты

собственного движения, радиальное собственное движение, тангенциальная скорость, ради­

альная скорость, Δ𝜃 – смещение положения вследствие эффектов запаздывания за 100 лет,

Δ𝜃век – смещение положения вследствие векового ускорения за 100 лет.

HIP 𝜛 𝜇𝛼* 𝜇𝛿 𝜇𝑟 𝑣𝑡 𝑣𝑟 Δ𝜃 Δ𝜃век

(мсд) (мсд/год) (мсд/год) (мсд/год) (км/с) (км/с) (мсд) (мсд)

439 229.33 5634.07 −2337.94 1227.81 126.09 25.38 0.38 363

5336 132.40 3421.44 −1599.27 −2739.91 135.22 −98.10 0.16 502

16404 17.58 1190.86 −1066.16 −600.40 431.01 −161.90 0.09 47

18915 54.14 1732.49 −1365.50 −294.09 193.15 −25.75 0.08 31

19849 198.24 −2239.33 −3419.86 −1769.76 97.75 −42.32 0.13 351

21609 17.00 732.93 1249.38 211.58 403.91 59.00 0.07 15

24186 255.26 6506.05 −5731.39 13202.74 161.02 245.19 0.96 5550

38541 35.29 705.00 −1834.55 −1745.34 264.00 −234.45 0.08 166

46120 16.46 202.13 1237.24 −329.51 361.05 −94.90 0.05 20

54035 392.40 −580.20 −4767.09 −7010.35 58.01 −84.69 0.11 1632

54211 206.94 −4410.79 943.32 3007.32 103.32 68.89 0.17 658

55042 79.71 −2465.03 1179.06 −588.52 162.51 −35.00 0.10 78

56936 44.28 262.62 −3157.21 −1102.22 339.17 −118.00 0.28 169

57939 109.21 4003.69 −5813.00 −2265.77 306.38 −98.35 1.24 775

74234 33.68 −1001.47 −3542.66 2207.95 518.17 310.77 0.57 394

74235 34.14 −998.86 −3542.91 2233.43 511.12 310.12 0.56 399

80837 24.34 −432.73 −1392.34 −244.56 283.97 −47.63 0.05 17

87937 549.01 −797.84 10326.93 −12798.54 89.43 −110.51 0.79 6427

104059 52.26 −914.54 −2035.65 −15.43 202.43 −1.40 0.08 2

104214 287.13 4155.10 3258.90 −3981.87 87.18 −65.74 0.20 1019

104217 285.42 4107.40 3143.72 −3857.60 85.91 −64.07 0.19 967

108870 275.76 3959.97 −2538.84 −2326.86 80.86 −40.00 0.15 531

114046 303.90 6767.26 1326.66 564.79 107.57 8.81 0.41 189
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Этот эффект оценивается в разделе 1.5, где выведено уравнение (1.66) для из­

менения положения звезд, обусловленного ускорением в галактической плос­

кости. Это изменение пропорционально sin 2𝑙, где 𝑙 – галактическая долгота,

и является квадратичной функцией времени. Поскольку наблюдаемые измене­

ния положения, связанные с конечностью скорости света, также квадратичны

по времени согласно уравнению (4.91), относительный размер этих двух эф­

фектов не меняется со временем и зависит только от положения и скорости

рассматриваемой звезды. Сравнивая две формулы, видно, что эффект времени

распространения света доминирует над галактическим ускорением, если

0.36×
(︂

𝑣𝑡

103 km s−1

)︂3

>

(︂
𝑅

1 kpc

)︂2

×
⃒⃒
sin 2𝑙

⃒⃒
. (4.67)

В прямоугольной гелиоцентрической галактической системе координат с осями

𝑥 и 𝑦, направленными к 𝑙 = 0∘ и 90∘ соответственно, имеем sin 2𝑙 = 2𝑥𝑦/(𝑥2 +

𝑦2) = 2𝑥𝑦/𝑅2. Таким образом, для заданной тангенциальной скорости 𝑣𝑡 эф­

фект времени распространения света доминирует внутри области вокруг Солн­

ца, ограниченной четырьмя гиперболами, по одной в каждом квадранте, как по­

казано на рисунке 4.3. Поскольку очень немногие галактические звезды имеют

скорости, превышающие 300 км/с, мы приходим к выводу, что эффект галакти­

ческого ускорения обычно доминирует за пределами расстояния около 100 пк

от Солнца.

4.3.5. Сопоставление с работой Штумпффа

Наиболее полный анализ астрометрических эффектов запаздывания до

настоящего времени был выполнен Штумпффом в 1985 году [133]. Как и в на­

стоящей работе, Штумпфф выполнил свой анализ в рамках однородной прямо­

линейной модели, сделал явное различие между истинными и наблюдаемыми
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Рис. 4.3. – Сравнения эффектов запаздывания и галактического ускоения в плоскости Га­

лактики. Солнце расположено в начале координат, галактический центр лежит на оси 𝑥.

Кривые показывают места, где воздействие этих эффектов на тангенциальную скорость оди­

наково. Показаны кривые, отвечающие трём различным значениям тангенциальной скорости

(в км/с). Эффекты запаздывания преобладают над галактическим ускорением для звёзд, на­

ходящихся ближе к Солнцу, чем соответствующая кривая. Вычисления выполнены согласно

уравнению (4.67).
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величинами и выразил преобразованные величины как функции времени на­

блюдения. Однако между двумя исследованиями есть ряд важных различий,

которые суммируются ниже.

Штумпфф [133] выразил преобразованные величины в терминах истинной,

а не наблюдаемой скорости. Хотя он вывел преобразование из истинной в ви­

димую скорость, эквивалентное нашему уравнению (4.16), он не дал обратного

соотношения в уравнении (4.17). Вместо этого было получено приближенное

уравнение для обратного преобразования с помощью релятивистской формулы

для эффекта Доплера. По нашему мнению, это запутывает рассмотрение, при­

мешивая совершенно другую проблему, а именно связь между кинематической

лучевой скоростью 𝑣𝑟 и спектроскопически наблюдаемым эффектом Доплера

[91].

Что касается преобразования астрометрических параметров от одной эпо­

хи к другой, в работе [133] был предложен итерационный метод для нахожде­

ния истинных параметров, их последующего преобразования и, наконец, окон­

чательного перехода к наблюдаемым параметрам в новой эпохе. Напротив, мы

даем явные формулы, выражающие преобразованные наблюдаемые параметры

как функции начальных наблюдаемые параметров.

Кроме того, Штумпфф разработал формулы преобразования в терминах

длины дуги вдоль наблюдаемой траектории звезды, т. е. по сути в скалярной

форме, в то время как мы используем векторы формализм, который даёт яс­

ные и краткие формулы, легко переводимые в компьютерный код. Это, очевид­

но, важно для любого практического применения модели, где также необходи­

мо учитывать распространение ошибок. Следует отметить, что Штумпфф не

предоставил якобиан преобразования и не рассмотрел границы применимости

модели равномерного прямолинейного движения, обусловленные в галактиче­

ском гравитационным полем.
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4.4. Якобиан преобразования с эффектами запаздывания

В этом разделе приведены формулы для 36 частных производных, состав­

ляющих якобиан, который необходим для вычисления ковариационной матри­

цы астрометричеких параметров на эпоху 𝑡 согласно уравнению (1.38).

Введём несколько обозначений для сокращения записи получаемых выра­

жений. Символы 𝜒 будут использоваться для обозначения частных производ­

ных логарифма фактора скорости:

d ln 𝑓V = 𝜒𝜛d𝜛0 + 𝜒𝜇 (𝜇𝛼*0d𝜇𝛼*0 + 𝜇𝛿0d𝜇𝛿0) + 𝜒𝑟d𝜇𝑟0 + 𝜒Td ln 𝑓T . (4.68)

Соотношение (4.54) показывает, что

𝜒𝜛 =
1

𝜛0
(1− 𝑓V) ,

𝜒𝜇 =
𝜏A
𝜛0

𝑡𝑓T𝑓D (𝜇𝑟𝑡𝑓T − 2𝑓V) ,

𝜒𝑟 =
𝜏A
𝜛0

[𝑓V + 𝑓D (𝑓V + (1 + 𝜇𝑟0𝑡𝑓T) (𝜇𝑟𝑡𝑓T − 2𝑓V))] ,

𝜒T = − 𝜏A
𝜛0

𝑓 3D𝜇
2
0𝑡𝑓T .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(4.69)

Логарифмический дифференциал временного фактора аналогичным образом

можно представить как

d ln 𝑓T = 𝜓𝜛d𝜛0 + 𝜓𝜇 (𝜇𝛼*0d𝜇𝛼*0 + 𝜇𝛿0d𝜇𝛿0) + 𝜓𝑟d𝜇𝑟0 , (4.70)

где, согласно (4.56), (4.57) и (4.58),

𝜓𝜛 =
𝑡

𝑋
− 𝑡

𝑌

(︂
1− 𝜇20𝜏

2
A

𝑍𝜛2
0

)︂
,

𝜓𝜇 = − 𝑡𝜏A
𝑌 𝑍

(︂
𝑡+ 2

𝜏A
𝜛0

)︂
,

𝜓𝑟 = −𝑡𝜏A
𝑌

(︂
1 + 𝜇𝑟0𝑡

𝑍
− 1

)︂
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(4.71)
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Величины𝑋, 𝑌 и 𝑍 определяются уравнениями (4.55), (4.42) и (4.43). Приведём

для справок явные выражения этих величин через астрометрические парамет­

ры:

𝑋 = 𝜛0𝑡+ 2𝜏A ,

𝑌 = 𝜛0𝑡+ 𝜏A (1 + 𝑍 − 𝜇𝑟0𝑡) ,

𝑍 =
√︁
1 + (𝑡+ 2𝜏A/𝜛0)𝜇20𝑡+ (2 + 𝜇𝑟0𝑡)𝜇𝑟0𝑡 .

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ (4.72)

Удобно также исключить d ln 𝑓D и d ln 𝑓V из уравнений для дифференциалов

собственных движений (4.48) и (4.50), заменив их d ln 𝑓T и дифференциалами

астрометрических параметров. Для упрощения последующих формул введем

специальные обозначения для множителей, с которыми d ln 𝑓T входит в выра­

жения для d𝜇 and d𝜇𝑟. Произведя необходимые вычисления, находим:

𝜈 = 𝜇

[︂
1− 𝑡𝑓T

(︂
3
𝜇𝑟
𝑓V

+
𝜏A
𝜛0

𝜇20𝑓
3
D𝑓V

)︂]︂
− 𝜇0𝑓

3
D𝑓V ,

𝜉 = 𝜇𝑟

[︂
1− 𝑡𝑓T

(︂
2
𝜇𝑟
𝑓V

+
𝜏A
𝜛0

𝜇20𝑓
3
D𝑓V

)︂]︂
− 𝜇𝑟0𝑓

2
D𝑓V .

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (4.73)

Кроме того, целесообразно показать, как частные производные преобразо­

ванных координат по начальному радиальному собственному движению могут

быть выражены в терминах преобразованных собственных движений. Как было

отмечено в разделе 4.2.4, член, пропорциональный преобразованному барицен­

трическому положению 𝑢 в уравнении (4.49), не имеет значения, поскольку он

нормален как к 𝑝, так и к 𝑞. Однако, сохраняя первое слагаемое в этом члене,

𝑢 d ln 𝑓D, и используя уравнение (4.52) для d ln 𝑓D, мы можем записать произ­

водную 𝑢 по начальному радиальному собственному движению как

𝜕𝑢

𝜕𝜇𝑟0
=
[︀
𝑟0𝑓D − 𝑢 (1 + 𝜇𝑟0𝑡𝑓T) 𝑓

2
D

]︀
𝑡𝑓T − 𝑟0𝑓D𝜓𝑟 . (4.74)

Подставляя (4.32) для 𝑢 и используя преобразование собственного движения

из (4.38), находим что

𝜕𝑢

𝜕𝜇𝑟0
= −𝜇 (𝑡𝑓T)

2 /𝑓V − 𝑟0𝑓D𝜓𝑟
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Умножая это соотношение скалярно на 𝑝 and 𝑞, мы окончательно получаем

частные производные 𝜕𝛼*/𝜕𝜇𝑟0 и 𝜕𝛿/𝜕𝜇𝑟0, которые приведены ниже в качестве

элементов 𝐽16 и 𝐽26 матрицы Якоби.

Приведённые ниже элементы матрицы Якоби для преобразования астро­

метрических параметров. Для удобства, они сгруппированны по конечным аст­

рометрам: сначала идут частнв соответствThe elements of the Jacobian matrix

are given hereafter.

Частные производные прямого восхождения

𝐽11 =
𝜕𝛼*
𝜕𝛼*0

= 𝑝′𝑝0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡𝑓T) 𝑓D − 𝑝′𝑟0𝜇𝛼*0𝑡𝑓T𝑓D ,

𝐽12 =
𝜕𝛼*
𝜕𝛿0

= 𝑝′𝑞0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡𝑓T) 𝑓D − 𝑝′𝑟0𝜇𝛿0𝑡𝑓T𝑓D ,

𝐽13 =
𝜕𝛼*
𝜕𝜛0

= −𝑝′𝑟0𝑓D𝜓𝜛 ,

𝐽14 =
𝜕𝛼*
𝜕𝜇𝛼*0

= 𝑝′𝑝0𝑡𝑓T𝑓D − 𝑝′𝑟0𝜇𝛼*0𝑓D𝜓𝜇 ,

𝐽15 =
𝜕𝛼*
𝜕𝜇𝛿0

= 𝑝′𝑞0𝑡𝑓T𝑓D − 𝑝′𝑟0𝜇𝛿0𝑓D𝜓𝜇 ,

𝐽16 =
𝜕𝛼*
𝜕𝜇𝑟0

= −𝜇𝛼* (𝑡𝑓T)2 /𝑓v − 𝑝′𝑟0𝑓D𝜓𝑟 .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.75)

Склонение

𝐽21 =
𝜕𝛿

𝜕𝛼*0
= 𝑞′𝑝0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡𝑓T) 𝑓D − 𝑞′𝑟0𝜇𝛼*0𝑡𝑓T𝑓D ,

𝐽22 =
𝜕𝛿

𝜕𝛿0
= 𝑞′𝑞0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡𝑓T) 𝑓D − 𝑞′𝑟0𝜇𝛿0𝑡𝑓T𝑓D ,

𝐽23 =
𝜕𝛿

𝜕𝜛0
= −𝑞′𝑟0𝑓D𝜓𝜛 ,

𝐽24 =
𝜕𝛿

𝜕𝜇𝛼*0
= 𝑞′𝑝0𝑡𝑓T𝑓D − 𝑞′𝑟0𝜇𝛼*0𝑓D𝜓𝜇 ,

𝐽25 =
𝜕𝛿

𝜕𝜇𝛿0
= 𝑞′𝑞0𝑡𝑓T𝑓D − 𝑞′𝑟0𝜇𝛿0𝑓D𝜓𝜇 ,

𝐽26 =
𝜕𝛿

𝜕𝜇𝑟0
= −𝜇𝛿 (𝑡𝑓T)2 /𝑓V − 𝑞′𝑟0𝑓D𝜓𝑟 .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.76)
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Тригонометрический параллакс

𝐽31 =
𝜕𝜛

𝜕𝛼*0
= 0 ,

𝐽32 =
𝜕𝜛

𝜕𝛿0
= 0 ,

𝐽33 =
𝜕𝜛

𝜕𝜛0
= 𝑓D −𝜛 (𝜇𝑟𝑡𝑓T/𝑓V)𝜓𝜛 ,

𝐽34 =
𝜕𝜛

𝜕𝜇𝛼*0
= −𝜛𝜇𝛼*0 (𝑡𝑓T)2 𝑓 2D −𝜛𝜇𝛼*0 (𝜇𝑟𝑡𝑓T/𝑓V)𝜓𝜇 ,

𝐽35 =
𝜕𝜛

𝜕𝜇𝛿0
= −𝜛𝜇𝛿0 (𝑡𝑓T)2 𝑓 2D −𝜛𝜇𝛿0 (𝜇𝑟𝑡𝑓T/𝑓V)𝜓𝜇 ,

𝐽36 =
𝜕𝜛

𝜕𝜇𝑟0
= −𝜛 (1 + 𝜇𝑟0𝑡𝑓T) 𝑡𝑓T𝑓

2
D −𝜛 (𝜇𝑟𝑡𝑓T/𝑓V)𝜓𝑟 .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.77)

Собственное движение по прямому восхождению

𝐽41 =
𝜕𝜇𝛼*
𝜕𝛼*0

= −𝑝′𝑝0𝜇
2
0𝑡𝑓T𝑓

3
D𝑓V − 𝑝′𝑟0𝜇𝛼*0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡𝑓T) 𝑓

3
D𝑓V ,

𝐽42 =
𝜕𝜇𝛼*
𝜕𝛿0

= −𝑝′𝑞0𝜇
2
0𝑡𝑓T𝑓

3
D𝑓V − 𝑝′𝑟0𝜇𝛿0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡𝑓T) 𝑓

3
D𝑓V ,

𝐽43 =
𝜕𝜇𝛼*
𝜕𝜛0

= 𝑝′𝜈𝜓𝜛 ,

𝐽44 =
𝜕𝜇𝛼*
𝜕𝜇𝛼*0

= 𝑝′𝑝0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡𝑓T) 𝑓
3
D𝑓V − 2𝑝′𝑟0𝜇𝛼*0𝑡𝑓T𝑓

3
D𝑓V

− 3𝜇𝛼*𝜇𝛼*0 (𝑡𝑓T)
2 𝑓 2D𝑓V + 𝜇𝛼*𝜇𝛼*0𝜒𝜇 + 𝑝′𝜈𝜇𝛼*0𝜓𝜇 ,

𝐽45 =
𝜕𝜇𝛼*
𝜕𝜇𝛿0

= 𝑝′𝑞0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡𝑓T) 𝑓
3
D𝑓V − 2𝑝′𝑟0𝜇𝛿0𝑡𝑓T𝑓

3
D𝑓V

− 3𝜇𝛼*𝜇𝛿0 (𝑡𝑓T)
2 𝑓 2D𝑓V + 𝜇𝛼*𝜇𝛿0𝜒𝜇 + 𝑝′𝜈𝜇𝛿0𝜓𝜇 ,

𝐽46 =
𝜕𝜇𝛼*
𝜕𝜇𝑟0

= 𝑝′ [𝜇0𝑓D − 3𝜇 (1 + 𝜇𝑟0𝑡𝑓T)] 𝑡𝑓T𝑓
2
D𝑓V

+ 𝜇𝛼*𝜒𝑟 + 𝑝′𝜈𝜓𝑟 .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.78)
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Собственное движение по склонению

𝐽51 =
𝜕𝜇𝛿
𝜕𝛼*0

= −𝑞′𝑝0𝜇
2
0𝑡𝑓T𝑓

3
D𝑓V − 𝑞′𝑟0𝜇𝛼*0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡𝑓T) 𝑓

3
D𝑓V ,

𝐽52 =
𝜕𝜇𝛿
𝜕𝛿0

= −𝑞′𝑞0𝜇
2
0𝑡𝑓T𝑓

3
D𝑓V − 𝑞′𝑟0𝜇𝛿0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡𝑓T) 𝑓

3
D𝑓V ,

𝐽53 =
𝜕𝜇𝛿
𝜕𝜛0

= 𝑞′𝜈𝜓𝜛 ,

𝐽54 =
𝜕𝜇𝛿
𝜕𝜇𝛼*0

= 𝑞′𝑝0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡𝑓T) 𝑓
3
D𝑓V − 2𝑞′𝑟0𝜇𝛼*0𝑡𝑓T𝑓

3
D𝑓V

− 3𝜇𝛿𝜇𝛼*0 (𝑡𝑓T)
2 𝑓 2D𝑓V + 𝜇𝛿𝜇𝛼*0𝜒𝜇 + 𝑞′𝜈𝜇𝛼*0𝜓𝜇 ,

𝐽55 =
𝜕𝜇𝛿
𝜕𝜇𝛿0

= 𝑞′𝑞0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡𝑓T) 𝑓
3
D𝑓V − 2𝑞′𝑟0𝜇𝛿0𝑡𝑓T𝑓

3
D𝑓V

− 3𝜇𝛿𝜇𝛿0 (𝑡𝑓T)
2 𝑓 2D𝑓V + 𝜇𝛿𝜇𝛿0𝜒𝜇 + 𝑞′𝜈𝜇𝛿0𝜓𝜇 ,

𝐽56 =
𝜕𝜇𝛿
𝜕𝜇𝑟0

= 𝑞′ [𝜇0𝑓D − 3𝜇 (1 + 𝜇𝑟0𝑡𝑓T)] 𝑡𝑓T𝑓
2
D𝑓V

+ 𝜇𝛿𝜒𝑟 + 𝑞′𝜈𝜓𝑟 .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.79)

Радиальное собственное движение

𝐽61 =
𝜕𝜇𝑟
𝜕𝛼*0

= 0 ,

𝐽62 =
𝜕𝜇𝑟
𝜕𝛿0

= 0 ,

𝐽63 =
𝜕𝜇𝑟
𝜕𝜛0

= 𝜉𝜓𝜛 ,

𝐽64 =
𝜕𝜇𝑟
𝜕𝜇𝛼*0

= 2𝜇𝛼*0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡𝑓T) 𝑡𝑓T𝑓
4
D𝑓V + 𝜇𝛼*0𝜇𝑟𝜒𝜇 + 𝜇𝛼*0𝜉𝜓𝜇 ,

𝐽65 =
𝜕𝜇𝑟
𝜕𝜇𝛿0

= 2𝜇𝛿0 (1 + 𝜇𝑟0𝑡𝑓T) 𝑡𝑓T𝑓
4
D𝑓V + 𝜇𝛿0𝜇𝑟𝜒𝜇 + 𝜇𝛿0𝜉𝜓𝜇 ,

𝐽66 =
𝜕𝜇𝑟
𝜕𝜇𝑟0

=
[︁
(1 + 𝜇𝑟0𝑡𝑓T)

2 − 𝜇20 (𝑡𝑓T)
2
]︁
𝑓 4D𝑓V + 𝜇𝑟𝜒𝑟 + 𝜉𝜓𝑟 .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.80)
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4.5. Приближённые формулы для эффектов

запаздывания

В этом разделе выводятся приближенные формулы для эффектов запаз­

дывания на астрометрические параметры. Эти формулы удобны для оценки

значимости этих эффектов.

Из раздела 4.2.3 ясно, что эффекты запаздывания определяются масштаб­

ными коэффициентами по времени и скорости, 𝑓T и 𝑓V. Поскольку эти коэффи­

циенты очень близки к единице, полезно ввести две малые величины, 𝜀T и 𝜀V,

которые можно рассматривать как малые параметры используемого формализ­

ма:

𝑓T = 1 + 𝜀T and 𝑓V = 1 + 𝜀V . (4.81)

Поскольку 𝜀T и 𝜀V обращаются в нуль при 𝑡 = 0, удобно представить их как

явные функции времени. Раскладывая выражения (4.42) и (4.44) в ряд Тейлора

по времени и ограничиваясь членами первого порядка, находим, что

𝜀T = −𝜇
2
0𝜏A
2𝜛0

𝑡 and 𝜀V = −𝜇
2
0𝜏A
𝜛0

𝑡 , (4.82)

т.е. 𝜀V = 2𝜀T.

В качестве следующего шага мы линеаризуем преобразованные астромет­

рические параметры по 𝜀T и 𝜀V. Символы, снабженные тильдой, обозначают

приближенные величины, вычисленные без учета эффектов запаздывания, то

есть для 𝜀T = 𝜀V = 0. Подставляя 𝑓T из уравнения (4.81) в определение фактора

расстояния (4.31), получаем

𝑓D = 𝑓D − 𝑓D𝜇̃𝑟𝜀T𝑡 . (4.83)

Далее, из формулы (4.32) следует, что барицентрическое направление можно

аппроксимировать как

𝑢 = 𝑢̃+ 𝜇̃𝑓−2
D 𝜀T𝑡 , (4.84)
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а из выражения (4.33) находим приближенный параллакс

𝜛 = 𝜛̃ − 𝜛̃𝜇̃𝑟𝜀T𝑡 . (4.85)

Следует заметить, что множители 𝑓T и 𝑓V входят в выражения (4.38) и (4.39)

для собственных движений в комбинациях 𝑓 3D𝑓V и 𝑓 2D𝑓V. Разложение до линей­

ных по времени членов даёт

𝑓 3D𝑓V = 𝑓 3D + 𝑓 3D𝜀V and 𝑓 2D𝑓V = 𝑓 2D + 𝑓 2D𝜀V . (4.86)

Соответственно, имеем приближенную формула для собственного движения

𝜇 = 𝜇̃+ 𝜇0𝑓
3
D𝜀V , (4.87)

𝜇𝑟 = 𝜇̃𝑟 + 𝜇𝑟0𝑓
2
D𝜀V . (4.88)

Полагая 𝑓D = 1 в уравнениях (4.84), (4.85), (4.87) и (4.88), получаем форму­

лы, описывающие изменения астрометрических параметров, обусловленнные

эффектами запаздывания

Δ𝜃 =
𝜇3𝜏A
2𝜛

𝑡2 , Δ𝜛 =
𝜇𝑟𝜇

2𝜏A
2

𝑡2 ,

Δ𝜇 =
𝜇3𝜏A
𝜛

𝑡 , Δ𝜇𝑟 =
𝜇𝑟𝜇

2𝜏A
𝜛

𝑡 .

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (4.89)

Отметим, что полученные изменения связаны следующим образом

Δ𝜃 =
1

2
𝑡Δ𝜇 and Δ𝜛 =

1

2
𝑡Δ𝜇𝑟 . (4.90)

Уместно выразить найденные эффекты в терминах физических величин. Кро­

ме того, для полноты картины, мы также рассматриваем соответствующие из­

менения как в абсолютной величине пространственной скорости, так и в её

танценциальной и радиальной составляющих:

Δ𝜃 =
1

2

𝑣𝑡
𝑐

(︁𝑣𝑡
𝑅

)︁2
𝑡2 , Δ𝜛 =

1

2

𝐴

𝑅

𝑣𝑟
𝑐

(︁𝑣𝑡
𝑅

)︁2
𝑡2 ,

Δ𝜇 =
𝑣𝑡
𝑐

(︁𝑣𝑡
𝑅

)︁2
𝑡 , Δ𝜇𝑟 =

𝑣𝑟
𝑐

(︁𝑣𝑡
𝑅

)︁2
𝑡 ,

Δ𝑣 =
𝑣𝑣2𝑡
𝑐𝑏
𝑡 , Δ𝑣𝑡 =

𝑣3𝑡
𝑐𝑏
𝑡 , Δ𝑣𝑟 =

𝑣𝑟𝑣
2
𝑡

𝑐𝑏
𝑡 .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(4.91)
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Эти соотношения позволяют сделать важные заключения о влиянии запаздыва­

ния на астрометрические параметры. Изменения в положении и параллаксе яв­

ляются квадратичными функциями времени, тогда как вариации собственных

движений и скорость растут линейно со временем. Это подтверждает вывод,

сделанный из численных расчетов, проиллюстрированных на рисунке 4.2. Все

эффекты пропорциональны кубу пространственной скорости, тогда как зависи­

мость от расстояния различна для скоростей (𝑅−1), положения и собственных

движений (𝑅−2) и параллакса (𝑅−3).

Для практических целей удобно использовать следующие формулы для

положения

Δ𝜃 = (0.36 мксд)×
(︂

𝑣𝑡
103 км/с

)︂3

×
(︂

𝑅

1 кпк

)︂−2

×
(︂

𝑡

100 лет

)︂2

, (4.92)

и скорости

Δ𝑣 = (0.34 м/с)×
(︂

𝑣

103 км/с

)︂
×
(︁ 𝑣𝑡
103 км

)︁2
×
(︂

𝑅

1 кпк

)︂−1

×
(︂

𝑡

100 лет

)︂
. (4.93)

4.6. Выводы к четвёртой главе

Представлена методика преобразования астрометрических данных из од­

ной эпохи в другую на основе равномерной прямолинейной модели барицентри­

ческого движения звезд, включая строгий учет эффектов запаздывания.

Последовательное рассмотрение эффектов запаздывания требует различе­

ния истинного и видимого (наблюдаемого) положения и скорости. Хотя первые

в принципе неизвестны, их, тем не менее, можно вывести из предполагаемой

модели движения звезд. Шесть астрометрических параметров (два компонен­

та положения, тригонометрический параллакс и три компонента собственного

движения) определяются относительно видимых величин. Применяя световое
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уравнение к модели равномерного движения, мы вывели уравнение пути в тер­

минах видимого положения и скорости.

Аналитическое решение уравнения видимого пути для равномерного пря­

молинейного движения дает распространенное барицентрическое положение в

любой момент времени. Постулируемое постоянство истинной скорости позво­

ляет нам найти распространенную видимую скорость. Примечательно, что все

эффекты запаздывания удобно параметризуются двумя множителями, которые

равны 1, когда игнорируется конечность скорости света. Получены явные фор­

мулы для преобразования астрометрических параметров и вычислены соответ­

ствующие элементы матрицы Якоби, которые используются для преобразова­

ния ковариаций. Таким образом, выведен полный набор формул для строгого

и полностью обратимого преобразования астрометрических данных и их кова­

риаций на произвольную разность эпох.

Влияние эффектов запаздывания на астрометрические параметры пример­

но пропорционально 𝜇3. Хотя влияние конечности скорости света, как правило,

очень мало, оно существенно для высокоскоростных звезд в пределах несколь­

ких десятков парсек от Солнца, где оно превышает влияние эффект кривизны

звёздных орбит в галактическом гравитационном поле.

Расстояние должно быть хорошо известно, чтобы обеспечить надёжное

вычисление эффектов запаздывания. Поэтому преобразование эпохи, включа­

ющее эффекты запаздывания, следует использовать только для звезд с хоро­

шими оценками параллакса: рекомендуется использовать критерий 𝜛 > 10𝜎𝜛.

Астрометрические параметры звезд с меньшими параллаксами следует распро­

странять без учета эффектов запаздывания. Таким образом, представленная

методика применима как к высокоточным, так и к низкоточным астрометриче­

ским данным при условии выбора правильного режима преобразования эпохи.
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Глава 5

Влияние орбитального движения Земли на

астрометрическое обнаружение экзопланет

К настоящему времени обнаружено около 6000 экзопланет. В частности,

по состоянию на 1 марта 2025 года архив экзопланет NASA [151] содержит 5849

подтвержденных планет, в то время как менее строгая Энциклопедия внесол­

нечных планет [152] содержит 7417 подтвержденных планет в 5089 системах.

Большинство таких планет были обнаружены с помощью фотометрических из­

мерений транзита и лучевой скорости (77% и 19%, соответственно), в то время

как другие были обнаружены с помощью астрометрии, определения времени

транзитов, микролинзирования и других методов. [110] предлагает всестороннее

обсуждение различных методов, используемых для обнаружения экзопланет.

Системы с подтвержденными планетами демонстрируют богатое разнооб­

разие объектов. Например, планетарные массы варьируются более чем на шесть

порядков величины, от 70𝑀J коричневого карлика [48] до 0.02𝑀⊕ супер Мер­

курия [116]. Необходимо сделать замечание относительно терминологии: хотя

коричневые карлики классифицируются как субзвездные объекты, мы не дела­

ем различий между ними и планетами для краткости. Это не должно вызывать

двусмысленности в тексте.

Текущая перепись экзопланет содержит 43 подтвержденных планеты зем­

ного типа, т. е. с массами от 0,6 до 2,3𝑀⊕. Большинство из них (36) были об­

наружены в ходе первичных транзитных поисков, в то время как наблюдения

микролинзирования и обзоры лучевых скоростей выявили пять и одну плане­

ту соответственно. Открытие последней планеты в списке, KOI-55 c, примеча­

тельно: ее существование было выведено из пульсации яркости ее родительской
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звезды [51].

Большое количество обнаруженных экзопланет укрепляет веру в то, что

многие, если не все, звезды имеют планетные системы. Однако основные методы

обнаружения, т. е. фотометрический транзит и лучевая скорость, страдают от

сильного эффекта отбора. Транзиты наблюдаются только в случае систем, ви­

димых с ребра, когда наша линия зрения почти параллельна плоскости орбиты.

Вероятность того, что ориентация орбиты планеты благоприятна для обнаруже­

ния транзита, определяется отношением радиуса звезды 𝑅⋆ к размеру орбиты

планеты 𝑎p [38; 110]:

𝑝 ≃ 0.005

(︂
𝑅⋆

𝑅⊕

)︂(︁ 𝑎p
1 а.е.

)︁−1

. (5.1)

Геометрическая вероятность не зависит ни от расстояния до звезды, ни от разме­

ра планеты. Например, для двойника Солнца (𝑅⋆ = 𝑅⊙) вероятность составляет

0,5% для Земли и 0,1% для Юпитера. Для звезды солнечного типа вероятность

превышает 1%, если 𝑎p ≲ 0, 5 а.е., тогда как для звезд A0V с 2, 5𝑅⊙ зона 1%-ной

вероятности простирается до 0,8 а.е.

Хотя условия для измерения радиальной скорости более мягкие, эффек­

тивность обнаружения все еще максимальна для ориентации орбиты с ребра.

Изменение скорости звезды из-за орбитального движения становится менее за­

метным по мере уменьшения наклона орбиты и/или массы компаньона (эффект

𝑚 sin 𝑖).

Таким образом, только небольшая часть экзопланет может быть обнаруже­

на двумя наиболее широко используемыми методами обнаружения. Планеты,

плоскость орбиты которых почти перпендикулярна лучу зрения, не обнаружи­

ваются ни методами транзита, ни методами радиальной скорости. Напротив,

астрометрические измерения не подвержены вышеупомянутым геометрическим

ограничениям и могут обнаруживать вызванное присутствием планеты движе­

ние звезды в любой конфигурации орбиты.

Как и лучевые скорости, астрометрические измерения более чувствитель­
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ны к массивным компонентам. Существует заметная разница в том, как наблю­

даемые эффекты зависят от расстояния до звезды. Как глубина затмения, так

и амплитуда лучевой скорости не зависят от расстояния, хотя соответствующая

фотометрическая точность, конечно, затронута. Однако как геометрический эф­

фект астрометрическая сигнатура масштабируется обратно пропорционально

расстоянию (см. уравнение (5.25) ниже). Это, естественно, благоприятствует

использованию астрометрии для поиска планет, вращающихся вокруг звезд в

окрестностях Солнца.

Стоит отметить, что каждый метод обнаружения имеет свои преимуще­

ства и недостатки; одновременное использование различных методов дает наи­

лучшие шансы для определения различных параметров компонентов и роди­

тельских звёзд. Многопланетная система 𝜋 Mensæ, для которой сочетание спек­

троскопических наблюдений, проведенных на Очень Большом Телескопе ESO,

фотометрических транзитов, наблюдавшихся TESS, и астрометрических дан­

ных Gaia предоставило трехмерную архитектуру ее планетарных орбит [55],

дает хороший пример такой синергии.

Более того, сочетание новых и предыдущих астрометрических измерений

может обеспечить новое понимание и лучшее определение параметров в ряде

случаев, например, при разрешении двойных систем со звездными или субзвезд­

ными компаньонами по аномалии собственного движения [79].

Астрометрическое обнаружение невидимых спутников основано на обнару­

жении эффектов, которые они оказывают на свои родительские звезды. Крат­

кое и информативное введение в эту тему с акцентом на потенциал микросе­

кундной астрометрии можно найти в обзоре [131], тогда как книга [110] даёт

более подробное описание астрометрической техники в контексте экзопланет­

ных исследований.

Перспективы астрометрического обнаружения экзопланет значительно улуч­

шились с запуском космической астрометрической миссии Европейского кос­

мического агентства Gaia, нацеленной на точность на уровне 10 микросекунд
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дуги [68]. Был проведен ряд исследований для оценки потенциала Gaia для

открытия экзопланетных систем. В работе [47] продемонстрировано, что Gaia

может надежно обнаруживать планеты с орбитальными периодами до 5 лет и

астрометрическим отношением сигнал/шум (S/N) ≥ 3. Согласно результатам

численного моделирования, прогнозируется обнаружение ∼20000 долгоперио­

дических гигантских планет (𝑀p > 1− 15𝑀𝐽) на расстояниях до ∼500 пк [108].

Рассматривая популяцию близлежащих карликов M, было показано, что около

100 гигантских планет можно обнаружить вокруг этих звезд в пределах 30 пк

[132]. В работе [124] утверждается, что следует ожидать открытия нескольких

сотен гигантских планет в пределах 200 пк. Исследуя различные критерии об­

наружения, было показано, что уровень обнаружения S/N >∼ 1− 1.5 достижим

для номинальной продолжительности миссии 5 лет [115].

Целью настоящей работы является рассмотрение эффектов орбитального

движения Земли на астрометрическую обнаруживаемость невидимого компа­

ньона, которые существенны для систем с орбитальным периодом, близким к

одному году. Из простых геометрических соображений ясно, что в таких систе­

мах орбитальное движение родительской звезды при определенных условиях

может быть наблюдаемо близким к параллактическому эффекту или даже неот­

личимым от него. Это означает, что орбитальное движение может частично или

полностью поглощаться параметрами параллакса. Это имеет два последствия.

Во-первых, астрометрическое решение дает смещенную оценку параллакса. Во­

вторых, видимое движение родительской звезды в первом порядке описывается

моделью одиночной звезды, тогда как астрометрическое обнаружение невиди­

мого компаньона основано на отклонении от этой модели, поэтому обнаружива­

емость этих компаньонов для таких систем уменьшается. Эти эффекты, смеще­

ние параллакса и потеря обнаруживаемости, впервые продемонстрированные в

работе [73] и упомянутые в [108], до сих пор не были систематически изучены.

Мы обсудили связь между орбитальным движением и эффектом парал­

лакса на основе статистики невязок, полученных в ходе оценивания параллак­
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са. Этот подход приводит к значительному упрощению проблемы. Позволяя

нам легко вычислить смещение параллакса, он в то же время дает оценку от­

клонения от модели с одной звездой. Более того, он позволяет нам компактно

описать все эффекты в терминах одного параметра – корреляции между ор­

битальными положениями Земли и родительской звезды. Стоит отметить, что

этот подход проливает интересный свет на концепцию астрометрической сиг­

натуры, напрямую связывая ее с минимальным значением суммы квадратов

невязок. Если связь между орбитальным движением и параллаксом отсутству­

ет, такое статистическое определение приводит к общепринятому выражению

для астрометрической сигнатуры.

В настоящей работе в основном рассматривается астрометрическая обна­

руживаемость субзвездных объектов, т. е. планет и коричневых карликов. Для

краткости мы далее будем называть все такие объекты планетами. Аналогично,

под планетной системой мы подразумеваем любую систему, в которой субзвезд­

ный компаньон вращается вокруг родительской звезды. Чтобы избежать дву­

смысленности, мы будем явно указывать, когда обсуждается компаньон звезд­

ной массы.

5.1. Эффекты орбитального движения Земли

Для наблюдателя, находящегося в точке, которая задаётся барицентри­

ческим вектором 𝑏, направление на звезду в момент времени 𝑡 определяется

уравнением (1.20). Выпишем его ещё раз:

𝑢 = ⟨⟨𝑟 + (𝑟𝜇𝑟 + 𝜇) 𝑡−𝜛𝑏/𝐴⟩⟩ . (5.2)

Различие между наземными и космическими наблюдениями несущественно в

контексте астрометрического обнаружения экзопланет, поэтому под 𝑏 везде под­
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разумевается барицентрическое положение Земли.

В рамках стандартной модели предполагается, что центр масс планетной

системы движется равномерно и прямолинейно, поэтому направление на роди­

тельскую звезду даётся выражением

𝑢 = ⟨⟨𝑟 + (𝑟𝜇𝑟 + 𝜇) (𝑡− 𝑡0)−𝜛 (𝑏− 𝑠) /𝐴⟩⟩ , (5.3)

где 𝑠 – положение звезды относительно центра масс системы.

Влияние орбитального движения Земли особенно очевидно в частном слу­

чае однопланетной системы с почти круговой орбитой, когда плоскость орбиты

параллельна эклиптике. Параллактический эллипс и видимое орбитальное дви­

жение родительской звезды тогда геометрически подобны, но различаются по

размеру. Если, кроме того, орбитальный период равен одному году, а вектор,

описывающий положение планеты относительно центра масс, параллелен век­

тору барицентрического положения Земли, т. е.

𝑠 = 𝑘𝑏 , (5.4)

где 𝑘 – некоторая константа, то уравнение (5.3) переходит в формулу (5.2) для

одиночной звезды, где перед параллаксом стоит множитель 1 − 𝑘. Поэтому

наблюдения такой системы полностью описываются стандарной астрометриче­

ской моделью с параллаксом

̃︀𝜛 = (1− 𝑘)𝜛 . (5.5)

Это соотношение показывает, что, в зависимости от знака 𝑘, полученный парал­

лакс может отличаться от истинного значения как в большую, так и в меньшую

сторону. Этот результат можно наглядно истолковать с помощью простых гео­

метрических соображений. Истинный параллактический эллипс, который звез­

да описывала бы, если бы она находилась точно в центре масс, целиком заклю­

чён внутри видимого эллипса, когда 𝑘 < 0, тогда как в случае 𝑘 > 0 имеет место

обратная ситуация. Соответственно, для описания такого движения моделью
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одиночной звезды требуется меньшее значение при параллельных, а большее –

при антипараллельных 𝑠 и 𝑏.

5.1.1. Сдвиг параллакса

Уравнение (5.4) представляет собой частный случай, когда родительская

звезда и Земля движутся синхронно. Теперь рассмотрим, как корреляция меж­

ду положениями звезды и Земли влияет на оценку параллакса в целом. Сде­

лаем два упрощения, чтобы изучить поглощение параллаксом орбитального

движения в чистом виде. Во-первых, предположим, что положения и собствен­

ные движения известны, а параллакс является единственным определяемым па­

раметром. Это значительно упрощает аналитическое рассмотрение проблемы.

Во-вторых, будем считать, что направление на родительскую звезду является

непрерывно наблюдаемой величиной. Это позволяет отвлечься от практических

аспектов выполнения наблюдений и обработки астрометрических данных.

Процедура подгонки астрометрических и кеплеровых моделей к астромет­

рическим данным описана в различных публикациях (см. [47; 108; 115; 149]).

Нашей целью является оценивание тригонометрического параллакса и рассмот­

рения того, как на него влияет орбитальное движение родительской звезды.

Обозначим через 𝑢̄ направление на звезду, которое включает в себя все

эффекты кроме параллактического смещения. Линеаризация выражений (5.2)

и (5.3) по параллаксу даёт вычисляемое направление

𝑢calc = 𝑢̄+ 𝑢̄× [𝑢̄×𝜛est𝑏/𝐴] (5.6)

и наблюдаемое направление

𝑢obs = 𝑢̄+ 𝑢̄× [𝑢̄×𝜛 (𝑏− 𝑠) /𝐴] . (5.7)
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Здесь 𝜛est и 𝜛 означают оценку параллакса и его истинное значение.

Как известно, оценивание методом наименьших квадратов эквивалентно

нахождению таких значений параметров, которые отвечают минимуму взвешен­

ной суммы квадратов невязок (см. [5; 23; 33])

𝐻 =
∑︁
𝑖

𝑤𝑖 (Δ𝑢𝑖)
2 , (5.8)

где индекс 𝑖 используется для нумерации наблюдений, 𝑤 – статистический вес

соответствующего наблюдения, а вектор Δ𝑢 представляет собой разность меж­

ду наблюдаемым и вычисленным направлениями:

Δ𝑢 = 𝑢obs − 𝑢calc . (5.9)

Вычислим (Δ𝑢)2. Вычитая (5.6) из (5.7), находим

Δ𝑢 = 𝑢̄× [𝑢̄× 𝑣] . (5.10)

Здесь введено обозначение

𝑣 = 𝜛 (𝑏− 𝑠) /𝐴−𝜛est𝑏/𝐴 . (5.11)

Возведение выражения (5.10) в квадрат даёт

(Δ𝑢)2 = 𝑣2 − (𝑢̄′𝑣)
2
= 𝑣2 sin2 𝜈 , (5.12)

где 𝜈 – угол между векторами 𝑢̄ и 𝑣.

Множитель sin2 𝜈 в формуле (5.12) учитывает эффект проекцию на картин­

ную плоскость. Можно показать, что этот множитель несущественен для задачи

оценивания параллакса. Действительно, производная (Δ𝑢)2 по 𝜛est имеет вид

d (Δ𝑢)2

d𝜛est
= 2𝑣′ d𝑣

d𝜛est
sin2 𝜈 + 2𝑣2 cos 𝜈

d sin 𝜈

d𝜛est
. (5.13)

Первый член здесь пропорционален первой степени параллакса, в то время как

второй пропорционален квадрату параллакса. Посколько параллакс является
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малой величиной, то, очевидно, вторым слагаемым можно пренебречь. Соот­

ветственно, можно опустить множитель sin2 𝜈 при вычислении (Δ𝑢)2. Таким

образом, мы приходим к выводу, что выражение (5.8) для взвешенной суммы

квадратов невязок можно записать как

𝐻 =
∑︁
𝑖

𝑤𝑖𝑣
2
𝑖 . (5.14)

Схема присваивания весов не является универсальной и зависит от условий

конкретного эксперимента, поэтому уместно в дальнейшем считать, что все на­

блюдения входят с одинаковым весом, и положить 𝑤 = 1/𝑁 , где 𝑁 – число

наблюдений рассматриваемой системы:

𝐻 =
1

𝑁

∑︁
𝑖

𝑣2𝑖 . (5.15)

Наблюдения, как правило, распределены в целом равноверно по времени. В

этом случае, при достаточно большом количество наблюдений, мы можем пе­

рейти к усреднению по времени:

⟨𝑓⟩ = 1

𝑇

𝑇∫︁
0

𝑓 (𝑡) d𝑡 , (5.16)

где 𝑇 – продолжительность наблюдений. Окончательно мы получаем следую­

щее выражение

𝐻 =
⟨
(𝜛 (𝑏− 𝑠) /𝐴−𝜛est𝑏/𝐴)

2
⟩
. (5.17)

где угловые скобки означают усреднение по времени в смысле (5.16). Уместно

отметить, что ввиду отсутствия множителя sin2 𝜈, эта формула даёт верхний

предел для суммы квадратов невязок.

Определим теперь оценку параллакса. Приравнивание нулю производной

d𝐻/d𝜛est даёт

⟨𝑏′ [𝜛 (𝑏− 𝑠)−𝜛est𝑏]⟩ = 0 , (5.18)

откуда находим

𝜛est = 𝜛

(︂
1− ⟨𝑠′𝑏⟩

⟨𝑏2⟩

)︂
. (5.19)
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Ввиду малости эксцентриситета, 𝑒 = 0.017, земную орбиту можно с большой

степенью точности считать круговой и положить в дальнейшем
⟨︀
𝑏2
⟩︀
= 𝐴2:

𝜛est = 𝜛

(︂
1− ⟨𝑠′𝑏⟩

𝐴2

)︂
. (5.20)

Вводя корелляционную функцию положений

𝜌 ≡ ⟨𝑠′𝑏⟩
⟨𝑏2⟩1/2 ⟨𝑠2⟩1/2

=
⟨𝑠′𝑏⟩

𝐴 ⟨𝑠2⟩1/2
, (5.21)

Мы можем записать выражение (5.20) как

𝜛est = 𝜛

(︃
1− 𝜌

⟨︀
𝑠2
⟩︀1/2
𝐴

)︃
. (5.22)

Величина 𝜌 принимает значения от −1 до +1. Соотношение между 𝜌 и ⟨𝑠′𝑏⟩ зна­

чительно упрощается в практически важном случае круговой орбиты радиуса

𝑎⋆, когда
⟨︀
𝑠2
⟩︀
= 𝑎2⋆. Тогда

⟨𝑠′𝑏⟩ = 𝑎⋆𝐴𝜌 (5.23)

и уравнение (5.22) принимает вид

𝜛est = 𝜛
(︁
1− 𝑎⋆

𝐴
𝜌
)︁
. (5.24)

Эта формула полностью решает поставленную задачу, определяя оценку

параллакса родительской звезды в зависимости от радиуса орбиты экзопланеты

и корреляции между положениями звезды и наблюдателя.

5.1.2. Астрометрическая сигнатура

В контексте исследования планетных систем под астрометрической сигна­

турой понимается наблюдаемый размер большой полуоси орбиты родительской
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звезды. Эта величина является удобным индикатором возможного обнаруже­

ния экзопланеты посредством астрометрических наблюдений [47; 87; 108; 110;

115; 132]. В настоящее время в литературе нет общепринятого обозначения для

астрометрической сигнатуры. Более того, некоторые из используемых обозна­

чений могут привести к путанице. Так, например, в книге [110] применяется

греческая буква 𝛼, что совпадает с общепринятым обозначением прямого вос­

хождения. В настоящей работе используется символ 𝜐, введённый в [115]. Такое

обозначение, одевидно, не может привести к недоразумениям.

Если в качестве единицы измерения тригонометрического параллакса и

астрометрической сигнатуры 𝜐 выбрана угловая секунда, то можно записать

𝜐 ≡ 𝜛
𝑎⋆
𝐴

=

(︂
𝑀p

𝑀⋆

)︂(︁𝑎p
𝐴

)︁(︂ 𝑅

1 пк

)︂−1

, (5.25)

где 𝑅 – расстояние, 𝑎p = (𝑀⋆/𝑀p) 𝑎⋆ – большая полуось планетной орбиты,

а 𝑀⋆ и 𝑀p означают массу родительской звезды и планеты; в этой формуле

предполагается, что 𝑀p ≪𝑀⋆.

Определенная таким чисто геометрическим образом, астрометрическая сиг­

натура не учитывает ни движение наблюдателя, ни тот факт, что обнаружение

экзопланеты опирается на анализ невязок. Однако эти эффекты могут быть

легко включены в концепцию астрометрической сигнатуры, как показано ни­

же.

Астрометрическое обнаружение экзопланетных систем основано на анали­

зе отклонений от стандартной астрометрической модели. Однако, если орби­

тальное движение родительской звезды частично поглощается эффектом па­

раллакса, то орбитальное движение становится менее выраженным в невязках.

Если же происходит полное поглощение (𝜌 = 1), то свойственный орбитальному

движению сигнал полностью исчезает из невязок, и обнаружение такой системы

астрометрическими методами становится невозможным. Эти соображения поз­

воляют связать возможность астрометрического обнаружения экзопланентной

системы с интегральными характеристиками невязок. Для этой цели уместно
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использовать минимальное значение суммы квадратов невязок𝐻min, которое от­

вечает оценке параллакса. Ниже показано, что, когда поглощение параллакса

не происходит, квадратный корень из 𝐻min совпадает с обычной астрометриче­

ской сигнатурой, заданной уравнением (5.25). В то же время, он описывает со­

ответствующий эффект в невязках, если полностью поглощения не происходит.

Поэтому мы в дальнейшем называем эту величину эффективной астрометриче­

ской сигнатурой, 𝜐eff .

Подставляя (5.20) в уравнение (5.17) и выполняя необходимые преобразо­

вания, находим минимум суммы квадратов невязок

𝐻min ≡ 𝐻 (𝜛est) =
(︀
1− 𝜌2

)︀ 𝜛2

𝐴2

⟨︀
𝑠2
⟩︀
, (5.26)

что даёт эффективную астрометрическую сигнатуру

𝜐eff ≡ (𝐻min)
1/2 =

(︀
1− 𝜌2

)︀1/2 𝜛
𝐴

⟨︀
𝑠2
⟩︀1/2

. (5.27)

В случае круговой орбиты получаем следующее выражение, которое отличается

от общепринятого определения астрометрической сигнатуры только множите­

лем, зависящим от корреляционной функции:

𝜐eff =
(︀
1− 𝜌2

)︀1/2
𝜛
𝑎⋆
𝐴

≡ 𝜅𝜐 . (5.28)

Эта формула обобщает уравнение (5.25) на случай движущегося наблюдателя,

включая эффекты, связанные с поглощением орбитального движения парал­

лаксом.

Теперь рассмотрим новую величину

𝜅 =
(︀
1− 𝜌2

)︀1/2
. (5.29)

Так как |𝜌| ≤ 1, 𝜅 изменяется от 0 до 1. 𝜅 = 0 соответствует полному поглоще­

нию орбитального движения родительской звезды параллаксом, а 𝜅 = 1 отвеча­

ет отсутствию корреляции, когда орбитальное движение родительской звезды
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не влияет на оценку параллакса. Соответственно, в невязках не остается ника­

ких следов орбитального движения, когда 𝜅 = 0, тогда как при 𝜅 = 1 оно при­

сутствует в невязках в полной мере. Таким образом, параметр 𝜅 является мерой

доли астрометрической информации о данной системе, которая содержится в

невязках в контексте распознавания орбитального движения. По этой причине

в дальнейшем величина 𝜅 называется астрометрической эффективностью. В

дополнение к 𝜌, 𝜅 также является удобной характеристикой астрометрического

детектирования экзопланет.

5.1.3. Соотношение между смещением параллакса и

астрометрической сигнатурой

Формулы, полученные в предыдущих разделах, показывают замечатель­

ную связь между смещением параллакса и астрометрической сигнатурой. А

именно, сравнение уравнений (5.24) и (5.25) даёт

Δ𝜛 = −𝜌𝜐 , (5.30)

где Δ𝜛 = 𝜛est−𝜛 представляет собой смещение параллакса. Следует подчерк­

нуть, что это уравнение справедливо для смещения параллакса, вызванного

орбитальным движением звезды; однако оно не выполняется в общем случае

для смещения, обусловленного иными причинами.

Используя это соотношение, можно вычислить любую из величин Δ𝜛, 𝜌

и 𝜐 при условии, что известны две другие. Например, если информация о 𝜌

и 𝜐 получена из наблюдений лучевой скорости или транзита, она в принципе

может служить для ограничения смещения параллакса. Более того, это соот­

ношение позволяет нам сделать несколько качественных выводов. Во-первых,

если известна корреляционная функция или даже только ее знак, можно пред­
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сказать знак смещения параллакса. Во-вторых, поскольку 𝜌 лежит между −1 и

+1, абсолютное значение смещения параллакса не может превышать астромет­

рическую сигнатуру, |Δ𝜛| ≤ 𝜐. Эти теоретические предсказания заслуживают

дальнейшей экспериментальной проверки в численном моделировании.

Полезно отметить еще одно соотношение, которое явно не содержит корре­

ляционную функцию и включает в себя сдвиг параллакса, астрометрическую

сигнатуру и минимальное значение суммы квадратов невязок. Возводя уравне­

ние (5.30) в квадрат и используя уравнение (5.26) для круговой орбиты, полу­

чаем

(Δ𝜛)2 + 𝜒2
min = 𝜐2 . (5.31)

Это отношение отражает информационный баланс между оценкой параллак­

са и астрометрическим обнаружением планет. Чтобы избежать недоразумений,

стоит упомянуть, что здесь мы имеем дело только со смещением параллакса

вследствие орбитального движения родительской звезды.

5.2. Корреляционная функция

В этом разделе мы рассмотрим основные свойства корреляционной функ­

ции. Сначала мы введем параметры для описания как ориентации орбиты роди­

тельской звезды относительно эклиптики, так и орбитальных положений звезды

и Земли. Используя полученную параметризацию, мы затем вычисляем корре­

ляционную функцию для круговой орбиты. Мы также выводим, при некото­

рых упрощающих предположениях, зависимость корреляционной функции от

эксцентриситета для эллиптической орбиты.
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Рис. 5.1. – Ориентация круговой орбиты относительно опорной плоскости, параллельной

плоскости эклиптики. Стрелками показаны направления орбитального движения родитель­

ской звезды и обращения Земли вокруг барицентра Солнечной системы. Наклон плоскости

орбиты к эклиптике 𝑖E задается уравнением (5.42). Система отсчета определяется полярной

осью эклиптики 𝑧E и линией узлов, вдоль которой пересекаются орбитальная и опорная плос­

кости. Положительное направление оси 𝑥 определяется восходящим узлом, в котором звезда

пересекает опорную плоскость в положительном направлении 𝑧. Начальные орбитальные

фазы 𝜑 и 𝜓 описывают положения звезды и Земли соответственно в момент 𝑡 = 0, отсчиты­

ваемые от оси 𝑥. Единичный вектор 𝑍 отвечает угловому моменту движения родительской

звезды вокруг барицентра планетной системы.
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5.2.1. Ориентация орбиты относительно плоскости эклиптики

В экваториальной и эклиптической системах координат полярные оси пред­

ставлены единичными векторами 𝑧 и 𝑧E в направлении 𝛿 = +90∘ и 𝛽 = +90∘.

Пусть в точке на небесной сфере, определяемой направлением 𝑟, ортогональ­

ные единичные векторы 𝑝, 𝑞 и 𝑝E, 𝑞E задают направления увеличения (𝛼, 𝛿) и

(𝜆, 𝛽) соответственно. Векторные пары 𝑝, 𝑞 и 𝑝E, 𝑞E являются тангенциальны­

ми составляющими так называемых нормальных триад относительно экватори­

альной и эклиптической систем.

Локальная координатная триада, определяемая векторами 𝑝, 𝑞 и 𝑟, опи­

сывается уравнениями (1.6) и (1.9). Для дальнейшего изложения удобно пред­

ставить триаду в виде матрицы:

[︁
𝑝 𝑞 𝑟

]︁
=

⎡⎢⎢⎢⎣
− sin𝛼 − cos𝛼 sin 𝛿 cos𝛼 cos 𝛿

cos𝛼 − sin𝛼 sin 𝛿 sin𝛼 cos 𝛿

0 cos 𝛿 sin 𝛿

⎤⎥⎥⎥⎦ . (5.32)

Аналогично, единичные векторы 𝑝E и 𝑞E задают направления увеличения 𝜆 и 𝛽

в эклиптических координатах. Координатное представление соответствующей

триады имеет вид

[︁
𝑝ec
E 𝑞ec

E 𝑟ec
]︁
=

⎡⎢⎢⎢⎣
− sin𝜆 − cos𝜆 sin 𝛽 cos𝜆 cos 𝛽

cos𝜆 − sin𝜆 sin 𝛽 sin𝜆 cos 𝛽

0 cos 𝛽 sin 𝛽

⎤⎥⎥⎥⎦ . (5.33)

Здесь верхний индекс «ec» указывает, что компоненты векторов относятся к

осям эклиптической системы. Преобразование в экваториальную систему осу­

ществляется с помощью матрицы вращения:

[︁
𝑝E 𝑞E 𝑟

]︁
=

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 cos 𝜖 − sin 𝜖

0 sin 𝜖 cos 𝜖

⎤⎥⎥⎥⎦[︁𝑝ec
E 𝑞ec

E 𝑟ec
]︁
, (5.34)
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где 𝜖 означает наклонение эклиптики.

В картинной плоскости пары векторов 𝑝, 𝑞 и 𝑝E, 𝑞E повернуты друг от­

носительно друга на некоторый угол. Поскольку векторы направлены вдоль

соответствующих координатных линий, этот угол является мерой взаимной ори­

ентации экваториальной и эклиптической координатных сеток в данной точке

небесной сферы. Для наших целей целесообразно описывать этот поворот уг­

лом 𝜃, отсчитываемым против часовой стрелки от 𝑞 до 𝑝E. Тогда соотношение

между парами векторов можно записать как[︁
𝑝 𝑞

]︁
=
[︁
𝑝E 𝑞E

]︁⎡⎣ sin 𝜃 cos 𝜃

− cos 𝜃 sin 𝜃

⎤⎦ . (5.35)

Поскольку значение 𝜃 лежит между −𝜋 и 𝜋, оно однозначно определяется его

синусом и косинусом, которые вычисляются из соответствующих скалярных

произведений:

cos 𝜃 = 𝑞·𝑝E = −𝑝·𝑞E , (5.36)

sin 𝜃 = 𝑝·𝑝E = 𝑞·𝑞E . (5.37)

Эти формулы определяют угол 𝜃 в любой точке. Опуская промежуточные вы­

числения, приведем окончательные результаты в экваториальных координатах:

sin 𝜃 =
cos 𝜖 cos 𝛿 + sin 𝜖 sin 𝛿 sin𝛼√︁

1− (cos 𝜖 sin 𝛿 − sin 𝜖 cos 𝛿 sin𝛼)2
, (5.38)

cos 𝜃 =
sin 𝜖 cos𝛼√︁

1− (cos 𝜖 sin 𝛿 − sin 𝜖 cos 𝛿 sin𝛼)2
. (5.39)

На большей части небесной сферы угол 𝜃 положителен. Например, она меняется

вокруг небесного экватора (𝛿 = 0) в пределах 𝜋/2−𝜖 и 𝜋/2+𝜖. Вблизи полюсов,

где 𝛿 или 𝛽 близки к ±𝜋/2, она может принимать любое значение в диапазоне

от −𝜋 до 𝜋. Рисунок 5.2 иллюстрирует, как 𝜃 ведет себя в области, близкой к

южным полюсам.

Поскольку, как мы видели, корреляция между положениями родительской

звезды и Земли зависит от взаимной ориентации орбит, полезно описать ее в
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Рис. 5.2. – Распределение угла 𝜃, вычисленного по уравнениям (5.36) и (5.37) для 𝛿 < −60∘.

Жирные линии очерчивают постоянное значение 𝜃, обозначенное соответствующими метка­

ми. Центр графика расположен на южном полюсе мира (𝛿 = −90∘), а черный круг соответ­

ствует южному полюсу эклиптики (𝛽 = −90∘). Числа рядом с линиями координатной сетки

дают прямое восхождение и склонение. Отрицательные значения 𝜃 содержатся в затенённой

области.
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терминах наклона орбиты к эклиптике 𝑖E, определяемого как угол между 𝑧E и

вектором углового момента звезды, как показано на рисунке 5.1. Орбитальное

движение является прямым, т. е. родительская звезда и Земля вращаются в

одном направлении, если 𝑖E < 𝜋/2, в то время как звезда движется в обратном

направлении, если 𝑖E > 𝜋/2. Величину 𝑖E можно найти следующим образом.

Используя уравнение (5.35), единичный вектор в направлении северного эклип­

тического полюса можно записать как

𝑧E = 𝑞E cos 𝛽 + 𝑟 sin 𝛽 = (−𝑝 cos 𝜃 + 𝑞 sin 𝜃) cos 𝛽 + 𝑟 sin 𝛽 . (5.40)

Пусть 𝑍 будет единичным вектором, параллельным угловому моменту ро­

дительской звезды. Он перпендикулярен плоскости орбиты и выражается через

стандартные кеплеровы элементы следующим образом:

𝑍 = 𝑝 sin 𝑖 cosΩ− 𝑞 sin 𝑖 sinΩ− 𝑟 cos 𝑖

= −𝑝E sin 𝑖 cos (Ω− 𝜃)− 𝑞E sin 𝑖 sin (Ω− 𝜃)− 𝑟 cos 𝑖 ,
(5.41)

где 𝑖 – наклонение орбиты и Ω – долгота восходящего узла.

Перемножая скалярно векторы 𝑧E и 𝑍, получаем

cos 𝑖E = 𝑍 ′𝑧E = − sin 𝛽 cos 𝑖− cos 𝛽 sin 𝑖 cos (Ω− 𝜃) . (5.42)

Эта формула дает решение задачи, определяя наклон плоскости орбиты к эк­

липтике 𝑖E через эклиптическую широту барицентра планетной системы и кепле­

ровые элементы орбиты родительской звезды. В дальнейшем мы будем для

краткости называть 𝑖E просто наклонением.

Теперь перейдем к выяснению того, в каких случаях 𝑖E равняется нулю, то

есть когда плоскость орбиты параллельна эклиптике, а орбитальное движение

является прямым. Уравнение (5.42) в этом случае дает

sin 𝛽 cos 𝑖+ cos 𝛽 sin 𝑖 cos (Ω− 𝜃) = −1 . (5.43)

Это выражение можно переписать как

cos 𝛽 sin 𝑖 (cos (Ω− 𝜃) + 1) = sin (𝑖− 𝛽)− 1 . (5.44)
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Очевидно, что правая сторона никогда не превосходит нуля, тогда как левая

сторона неотрицательна для −𝜋/2 ≤ 𝛽 ≤ 𝜋/2 и 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝜋. Следовательно,

равенство выполняется только в том случае, если обе стороны равны нулю; то

есть если cos (Ω− 𝜃) = −1 и sin (𝑖− 𝛽) = 1. Таким образом, 𝑖E = 0, когда

𝑖 = 𝛽 + 𝜋/2 , (5.45)

Ω = 𝜃 + 𝜋 . (5.46)

Эти условия имеют простой геометрической смысл.

5.2.2. Круговая орбита

Система отсчета определяется векторами 𝑧E и 𝑍, с положительным на­

правлением 𝑥 вдоль 𝑧E×𝑍 и 𝑦 = 𝑧E×𝑥, как показано на рисунке 5.1. Пусть 𝜑

и 𝜓 будут отсчитываемыми от оси 𝑥 угловыми координатами звезды и Земли

на момент начала наблюдений 𝑡 = 0. Тогда положения Земли и родительской

звезды задаются следующим образом:

𝑏 =
(︁
𝐴 cosΨ, 𝐴 sinΨ, 0

)︁
, (5.47)

𝑠 =
(︁
𝑎⋆ cosΦ, 𝑎⋆ sinΦ cos 𝑖E, 𝑎⋆ sinΦ sin 𝑖E

)︁
. (5.48)

Здесь Ψ = 𝜓 + 2𝜋 𝑡 и Φ = 𝜑+ 2𝜋 𝑡/𝑃 , причём время 𝑡 и орбитальный период 𝑃

выражены в юлианских годах.

Подставляя выражения (5.47) и (5.48) в уравнение (5.21) и усредняя по

времени согласно правилу (5.16), находим корреляционную функцию

𝜌 =
sin [𝜋 𝑇 (1− 1/𝑃 )]

𝜋 𝑇 (1− 1/𝑃 )
cos

[︂
𝜋 𝑇

(︂
1− 1

𝑃

)︂
+ 𝜓 − 𝜑

]︂
cos2

𝑖E
2

+
sin [𝜋 𝑇 (1 + 1/𝑃 )]

𝜋 𝑇 (1 + 1/𝑃 )
cos

[︂
𝜋 𝑇

(︂
1 +

1

𝑃

)︂
+ 𝜓 + 𝜑

]︂
sin2

𝑖E
2
,

(5.49)
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где 𝑇 – продолжительность наблюдений в годах. При выводе уравнения (5.49)

не было сделано никаких предположений относительно величины периода или

продолжительности наблюдения, поэтому оно формально справедливо для лю­

бых 𝑃 и 𝑇 . Однако с практической точки зрения это уравнение имеет смысл

только в том случае, если наблюдения охватывают по крайней мере один орби­

тальный период экзопланеты. В особом случае 𝑃 = 1 уравнение (5.49) сводится

к

𝜌 =cos (𝜓 − 𝜑) cos2
𝑖E
2

+
sin (2𝜋 𝑇 )

2𝜋 𝑇
cos (2𝜋 𝑇 + 𝜓 + 𝜑) sin2

𝑖E
2
.

(5.50)

Несложно видеть, что для больших значений 𝑇 это выражение стремится к

постоянной величине

𝜌 = cosΔ cos2
𝑖E
2
, (5.51)

где Δ = 𝜓 − 𝜑 обзначает разность фаз в начальный момент. Таким образом,

предельное значение корреляционной функции зависит от двух параметров: на­

клонения орбиты и разности фаз при 𝑡 = 0. Кроме того, отметим, что простая

формула (5.51) очень полезна для аналитических оценок, поскольку она обес­

печивает хорошее приближение к точному выражению (5.50) для 𝑇 >∼ 1.

Если 𝑃 = 1, плоскость орбиты параллельна эклиптике и родительская

звезда движется в прямом направлении, т. е. 𝑖E = 0,

𝜌 = cosΔ (5.52)

и астрометрическая эффективность, определяемая формулой (5.29), принимает

вид

𝜅 = |sinΔ| . (5.53)

Таким образом, 𝜌 и 𝜅 зависят только от абсолютного значения разности ор­

битальных фаз в этом случае. Корреляционная функция 𝜌 изменяется от +1

для параллельного (Δ = 0) до −1 для антипараллельного (Δ = ±𝜋) располо­

жения, проходя через ноль для ортогональной конфигурации (Δ = ±𝜋/2). Со­
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ответственно, астрометрическая эффективность 𝜅 достигает своего максималь­

ного значения 1 для ортогональной геометрии и обращается в нуль как для

параллельной, так и для антипараллельной конфигурации.

5.2.3. Эллиптическая орбита

Вычисление корреляционной функции в общем случае эллиптической ор­

биты представляет большие математические трудности. Однако в контексте на­

стоящей работы достаточно исследовать корреляционную функцию только в

очень узком диапазоне в пространстве параметров, где она близка к единице.

Вычисления относительно просты при следующих предположениях.

Во-первых, предположим, что плоскость орбиты параллельна эклиптике,

𝑖E = 0, и выберем ось 𝑥 вдоль большой полуоси в направлении перицентра. Во­

вторых, пусть положения родительской звезды и Земли будут параллельными

в момент 𝑡 = 0, т.е. начальные орбитальные фазы 𝜑 и 𝜓 равны нулю. Сто­

ит отметить, что условие 𝜑 = 0 эквивалентно утверждению, что родительская

звезда проходит перицентр своей орбиты в момент начала наблюдений. В-тре­

тьих, рассмотрим систему с 𝑃 = 1 и предположим, что наблюдения охватывают

весь орбитальный период. Это позволяет нам компактно описать результаты в

терминах функций Бесселя целого порядка 𝐽𝑛.

Вычислим средние значения
⟨︀
𝑠2
⟩︀
и
⟨︀
𝑠′𝑏
⟩︀
на основе этих предположений.

Расстояние родительской звезды от барицентра системы описывается формулой

𝑠 = 𝑎⋆ (1− 𝑒 cos𝐸 (𝑡)) , (5.54)

где 𝑒 - эксцентриситет орбиты. Связь между эксцентрической аномалией 𝐸 и

временем задается уравнением Кеплера. Для 𝑃 = 1 и при условии, что звезда
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проходить перицентр в момент 𝑡 = 0, эта связь принимает вид

2𝜋𝑡 = 𝐸 (𝑡)− 𝑒 sin𝐸 (𝑡) . (5.55)

Среднее значение 𝑠2 за орбитальный период равно

⟨︀
𝑠2
⟩︀
= 𝑎2⋆

1∫︁
0

[1− 𝑒 cos𝐸 (𝑡)]2 d𝑡 . (5.56)

Но d𝑡 = (1− 𝑒 cos𝐸) d𝐸/ (2𝜋); переходя от интегрирования по d𝑡 к интегриро­

ванию по d𝐸, имеем, таким образом:

⟨︀
𝑠2
⟩︀
=
𝑎2⋆
2𝜋

2𝜋∫︁
0

(1− 𝑒 cos𝐸)3 d𝐸 = 𝑎2⋆

(︂
1 +

3

2
𝑒2
)︂
. (5.57)

Для нулевой начальной фазы положение Земли даётся выражением (5.47) с

𝜓 = 0:

𝑏 =
(︁
𝐴 cos 2𝜋𝑡, 𝐴 sin 2𝜋𝑡, 0

)︁
. (5.58)

Положение родительской звезды выражается через эксцентрическую аномалию

как

𝑠 =
(︁
𝑎⋆ (cos𝐸 − 𝑒) , 𝑎⋆

√
1− 𝑒2 sin𝐸, 0

)︁
. (5.59)

Это уравнение учитывает предположение, что плоскость орбиты параллельна

эклиптике, 𝑖E = 0.

Среднее значение скалярного произведения
⟨︀
𝑠′𝑏
⟩︀
за орбитальный период

равно

⟨𝑠 · 𝑏⟩ = 𝑎⋆𝐴×
1∫︁

0

[︁
(cos𝐸 − 𝑒) cos 2𝜋𝑡+

√︀
1− 𝑒2 sin𝐸 sin 2𝜋𝑡

]︁
d𝑡 .

(5.60)

Если мы снова перейдём к интегрированию по d𝐸, выражение, стоящее под

знаком интеграла, станет[︁
(cos𝐸 − 𝑒) cos (𝐸 − 𝑒 sin𝐸)

+
√︀

1− 𝑒2 sin𝐸 sin (𝐸 − 𝑒 sin𝐸)
]︁
× (1− 𝑒 cos𝐸) .

(5.61)
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Несложные, хотя и громоздкие, вычисления показывают, что подынтегральное

выражение можно записать в виде

− 3

2
𝑒 cos (𝐸 − 𝑒 sin𝐸)

+
1 + 𝑒2

2
[cos (𝑒 sin𝐸) + cos (2𝐸 − 𝑒 sin𝐸)]

− 𝑒

4
[cos (𝐸 + 𝑒 sin𝐸) + cos (3𝐸 − 𝑒 sin𝐸)]

+

{︂
1

2
[cos (𝑒 sin𝐸)− cos (2𝐸 − 𝑒 sin𝐸)]

−𝑒
4
[cos (𝐸 + 𝑒 sin𝐸)− cos (3𝐸 − 𝑒 sin𝐸)]

}︁√︀
1− 𝑒2 .

(5.62)

Интегралы от таких выражений по промежутку от 0 до 2𝜋 вычисляются с по­

мощью известной формулы из теории бесселевых функций:

1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

cos (𝑛𝐸 − 𝑒 sin𝐸) d𝐸 = 𝐽𝑛 (𝑒) , (5.63)

где 𝐽𝑛 (𝑒) – функция Бесселя порядка 𝑛. Применяя эту формулу, находим, что

интеграл в уравнении (5.60) равен

− 3

2
𝑒𝐽1 (𝑒)

+
1 + 𝑒2

2
[𝐽0 (𝑒) + 𝐽2 (𝑒)]−

𝑒

4
[𝐽1 (−𝑒) + 𝐽3 (𝑒)]

+

{︂
1

2
[𝐽0 (𝑒)− 𝐽2 (𝑒)]−

𝑒

4
[𝐽1 (−𝑒)− 𝐽3 (𝑒)]

}︂√︀
1− 𝑒2 .

(5.64)

Используя хорошо известные свойства функций Бесселя

𝐽1 (−𝑒) = −𝐽1 (𝑒) , (5.65)

𝐽2 (𝑒) =
2

𝑒
𝐽1 (𝑒)− 𝐽0 (𝑒) , (5.66)

𝐽3 (𝑒) =

(︂
8

𝑒2
− 1

)︂
𝐽1 (𝑒)−

4

𝑒
𝐽0 (𝑒) , (5.67)

в итоге получаем следующее выражение для искомого среднего значения

⟨𝑠 · 𝑏⟩ = 𝑎⋆𝐴

(︃
𝐽0 (𝑒)−

1−
√
1− 𝑒2

𝑒
𝐽1 (𝑒)

)︃
. (5.68)
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При малом эксцентриситете эта формула принимает вид

⟨𝑠 · 𝑏⟩ = 𝑎⋆𝐴

(︂
1− 𝑒2

2

)︂
. (5.69)

Таким образом, оба средних значения,
⟨︀
𝑠2
⟩︀
и
⟨︀
𝑠 · 𝑏

⟩︀
, квадратично зависят от

эксцентриситета, когда орбита близка к круговой. В экстремальном случае

очень вытянутой орбиты (𝑒 → 1) они стремятся к следующим предельным

значениям: ⟨︀
𝑠2
⟩︀
→ 5

2
𝑎2⋆ , (5.70)⟨︀

𝑠 · 𝑏
⟩︀
→ 𝑎⋆𝐴 (𝐽0 (1)− 𝐽1 (1)) ≈ 0.33 𝑎⋆𝐴 . (5.71)

Объединяя уравнения (5.57) и (5.68), находим, что зависимость корреля­

ционной функции от эксцентриситета имеет вид

𝜌 =

(︂
1 +

3

2
𝑒2
)︂−1/2

(︃
𝐽0 (𝑒)−

1−
√
1− 𝑒2

𝑒
𝐽1 (𝑒)

)︃
. (5.72)

На рисунке 5.5 изображен график вычисленной таким способом функции 𝜌.

Для малых значений эксцентриситета корреляционная функция определя­

ется выражением

𝜌 = 1− 5

4
𝑒2 (5.73)

и вычисление астрометрической эффективности приводит к формуле

𝜅 = 𝑒
√︀

5/2 . (5.74)

Таким образом, если орбита экзопланеты незначительно отличается от круго­

вой, астрометрическая эффективность увеличивается линейно с эксцентрисите­

том, в то время как корреляционная функция и смещение параллакса являются

квадратичными функциями эксцентриситета. В противоположном экстремаль­

ном случае очень вытянутой орбиты, который формально соответствует пре­

делу 𝑒 → 1, корреляционная функция приближается к своему минимальному

значению
√︀

2/5 (𝐽0 (1)− 𝐽1 (1)) = 0.21; соответственно эффективность достига­

ет максимального значения 0.98. Мы рассмотрим влияние эксцентриситета на

астрометрическую обнаруживаемость далее в разделе 5.3.3.
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5.3. Обсуждение

В предыдущих разделах мы показали, что поглощение орбитального дви­

жения параллаксом влияет на астрометрическое детектирование экзопланет­

ных систем. Здесь мы переходим к обсуждению некоторых аспектов этой про­

блемы. Сначала мы рассмотрим влияние орбитальных фаз и периода на возмож­

ность выявления таких систем. Поскольку детектирование очень чувствительно

к параметрам системы, когда период близок к одному году, мы рассмотрим та­

кие системы подробнее. Начиная с эффектов эксцентриситета и наклонения,

мы рассматриваем предел длительных наблюдений и, наконец, оцениваем со­

путствующее снижение вероятности обнаружения. Кроме того, мы кратко рас­

смотрим преимущества использования других наблюдательных методик.

5.3.1. Эффекты разности фаз и орбитального периода

Для простоты мы обсуждаем здесь круговую компланарную орбиту; слу­

чай отличного от нуля наклонения рассматривается в разделе 5.3.2. Уравне­

ние (5.49) предполагает, что для 𝑖E = 0 корреляционная функция 𝜌 зависит

исключительно от начального сдвига орбитальной фазы Δ. Для наглядности

удобно рассмотреть вместо 𝜌 астрометрическую эффективность 𝜅, заданную

уравнением (5.29). Как объяснено в разделе 5.1.2, эта величина очень полезна

при изучении тонких деталей вероятности обнаружения. Рисунок 5.3 иллюстри­

рует поведение 𝜅 для 𝑇 = 5 лет. Рассмотрение этого графика показывает, что

𝜅 очень чувствительна к разности фаз, если период близок к одному году, и

практически не зависит от неё в противном случае.
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Рис. 5.3. – Зависимость астрометрической эффективности 𝜅 от орбитального периода 𝑃 и

начальной разности фаз Δ = 𝜓 − 𝜑. Метки указывают значения 𝜅 для изолиний, вычислен­

ных по уравнениям (5.29) и (5.49) с длительностью наблюдений 𝑇 = 5 лет и наклонением

𝑖E = 0∘ (т. е. для прямого компланарного движения родительской звезды). Жирные линии

показывают, где 𝜅 = 1 и орбитальное движение родительской звезды не поглощается оцен­

кой параллакса. Нулевые значения, достигаемые при 𝑃 = 1 год, и разности фаз 0 и ±180∘

соответствуют антипараллельной и параллельной конфигурации Земли и экзопланеты, при

которых орбитальное движение родительской звезды полностью поглощается параллаксом.
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Эта зависимость от периода является результатом того, что векторы по­

ложения перестают вращаться синхронно, и корреляция между ними быстро

падает по мере отклонения периода от одного года. Численные расчеты показа­

ли, что для заданных 𝜅 и 𝑇 вероятность обнаружения критически зависит от

фаз орбиты при 1−Δ𝑃 < 𝑃 < 1+Δ𝑃 , где Δ𝑃 = (0.76𝜅− 0.08) /𝑇 для компла­

нарной орбиты. Наклонение немного сужает интервал Δ𝑃 . За пределами этого

диапазона периодов влияние разности фаз практически пренебрежимо мало.

5.3.2. Влияние длительности наблюдений. Время декорреляции

Поведение корреляционной функции, когда наблюдения охватывают боль­

шой промежуток времени, существенно зависит от орбитального периода. Гра­

фики 𝜌 от 𝑇 для нескольких наборов параметров показаны на рисунке 5.4. Если

период не равен одному году, 𝜌 уменьшается с ростом 𝑇 и исчезает в долгосроч­

ной перспективе. Это означает, что орбитальное движение не влияет на обнару­

жение планетной системы при условии, что наблюдения достаточно длительны.

Причиной этого является отсутствие синхронности между орбитальным движе­

нием Земли и родительской звезды, обсуждаемое в разделе 5.3.1.

Время, в течение которого корреляционная функция обращается в нуль,

называется временем декорреляции 𝑇d. Анализ уравнения (5.49) показывает,

что по порядку величины

𝑇d ∼
𝑃

|𝑃 − 1|
. (5.75)

Говоря о достаточно длинной продолжительности наблюдений, имеет смысл

подразумевать интервалы, большие по сравнению со временем декорреляции.

Например, для случаев 𝑃 = 1.1 и 0.97, показанных на рисунке 5.4, 𝑇d = 11 и 32,

соответственно. Таким образом, может потребоваться довольно много времени,
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Рис. 5.4. – Зависимость корреляционной функции 𝜌 от продолжительности наблюдений для

𝜑 = 0∘. Чёрные линии показывают 𝜌, вычисленную по формуле (5.49) при 𝑃 = 1.1 и 𝜓 = 0∘

для двух различных наклонений, 0∘ и 90∘, приведённых рядом с соответствующими графи­

ками. Синяя кривая получена для копланарной орбиты с 𝑃 = 0.97 и тем же значением фазы

𝜓. Другие графики иллюстрируют случай 𝑃 = 1 и показывают 𝜌, вычисленные по форму­

ле (5.50). Результаты для 𝑖E = 60∘, 𝜓 = 0∘ и 𝑖E = 30∘, 𝜓 = 37∘ изображены красной и зелёной

линиями соответственно.
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Рис. 5.5. – Зависимость корреляционной функции от эксцентриситета орбиты 𝑒 и её наклоне­

ния к плоскости эклиптики 𝑖E для орбитального периода 𝑃 = 1 год. Красная линия и нижняя

ось отвечают функции 𝜌 (𝑒), вычисленной по формуле (5.72), а синяя линия и верхняя ось

соответствуют функции 𝜌 (𝑖E), полученной по формуле (5.51) для нулевой разности фаз.

чтобы корреляция исчезла.

Для периода, строго равного одному году, ситуация иная. Как показано в

разделе 5.2.2, в этом случае корреляционная функция стремится к постоянному

значению, заданному уравнением (5.51).

5.3.3. Влияние эксцентриситета и наклонения

Для иллюстрации влияния эллиптичности и наклонения на астрометри­

ческое детектирование на рисунке 5.5 показаны графики 𝜌 в зависимости от

𝑒 и 𝑖E. Графики специально выполнены для простейшего случая 𝑃 = 1 и
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Δ(≡ 𝜓 − 𝜑) = 0, чтобы наглядно продемонстрировать сходства и различия

между круговыми и эллиптическими орбитами.

При ненулевом наклонении круговая орбита проецируется в эллипс1 и ста­

новится геометрически подобной реальной эллиптической орбите. Это сходство

объясняет, почему функции 𝜌 (𝑒) и 𝜌 (𝑖E) совпадают при малых и умеренных

значениях параметров, 𝑒 ≤ 0.4 и 𝑖E ≤ 70∘. Отличия при больших значениях

параметров обусловлены тем, что эти диапазоны параметров описывают раз­

ные типы орбит. В то время как 𝑒 ≃ 1 соответствует сильно вытянутой орбите,

𝑖E, близкое к 180
∘, соответствует ретроградному движению по круговой орбите,

почти параллельной эклиптике (см. раздел 5.2.1).

Корреляция падает по мере того, как орбита становится более вытянутой.

Это уменьшение 𝜌 является результатом того, что и длина, и угловая скорость

вектора положения звезды являются переменными для такой орбиты, тогда как

эти величины постоянны в движении Земли. Чем больше эксцентриситет, тем

больше разница и меньше корреляция. Это объяснение применимо также к по­

ведению корреляционной функции для круговой орбиты с 𝑖E < 90∘, поскольку

более высокие значения наклона соответствуют более вытянутым проекциям.

Однако при 𝑖E > 90∘ корреляция уменьшается, поскольку звезда и Земля вра­

щаются в противоположных направлениях.

5.3.4. Снижение вероятности детектирования

Уменьшение астрометрической сигнатуры из-за поглощения орбитального

движения параметром параллакса уменьшает отношение сигнал/шум 𝑆/𝑁 ≡

𝜐/𝜎, где 𝜎 – астрометрическая точность. По аналогии с эффективной астромет­

1 Стоит напомнить, что здесь подразумевается проекция на плоскость эклиптики.
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рической сигнатурой можно ввести эффективное отношение сигнал/шум:

(S/N)eff = 𝜅 (S/N) . (5.76)

Если мы рассмотрим набор систем, имеющих одинаковое отношение сигнал/шум

(т. е. системы с 𝜐/𝜎 = 𝑎⋆/ (𝜎𝑅) = const), то среднее значение астрометрической

эффективности может служить удобной мерой снижения вероятности обнару­

жения.

Как объяснено в разделе 5.3.1, 𝜅 близка к нулю в узком интервале пе­

риодов около одного года. Поэтому мы можем просто положить 𝑃 = 1 при

вычислении среднего значения. Более того, мы считаем продолжительность на­

блюдений достаточно большой для того, чтобы приближенное уравнение (5.51)

было действительным; это дает приблизительное выражение для 𝜅:

𝜅 =

(︂
1− cos2Δ cos4

𝑖E
2

)︂1/2

. (5.77)

Мы также предполагаем, что сдвиг фазы Δ(≡ 𝜓 − 𝜑) и ориентация орбиты 𝑖E

распределены случайным образом (последнее эквивалентно равномерному рас­

пределению cos 𝑖E). Усреднение затем выполняется с использованием формулы

из теории эллиптических интегралов [10, Раздел 6.148] следующим образом

𝜅 =
1

4𝜋

1∫︁
−1

2𝜋∫︁
0

(︂
1− cos2Δ cos4

𝑖E
2

)︂1/2

dΔ d cos 𝑖E

=
1

𝜋

1∫︁
−1

𝐸

(︂
cos2

𝑖E
2

)︂
d cos 𝑖E =

2

𝜋

1∫︁
0

𝐸 (𝑘) d𝑘 =
2𝐺+ 1

𝜋
,

(5.78)

где 𝐸 – полный эллиптический интеграл второго рода,

𝐸 (𝑘) =

𝜋/2∫︁
0

(︀
1− 𝑘2 sin2 𝜙

)︀1/2
d𝜙 , (5.79)

и 𝐺 = 0.91597... – постоянная Каталана.

Числовое значение 𝜅 ≃ 0.90 предполагает, что для выборки систем с пе­

риодом, близким к одному году, можно ожидать, что S/N упадет в среднем на
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10%. Число обнаружений определяется статистически как количество систем,

для которых S/N превышает указанный порог обнаружения. Например, порог

S/N > 3 часто используется как эмпирическое правило в исследованиях по об­

наружению астрометрических планет [108; 115; 132]. Уменьшение S/N на 10%

означает, что ожидаемое количество обнаруженных систем с 𝑃 ≃ 1 соответ­

ствует количеству систем с той же астрометрической сигнатурой и периодом,

отличным от одного года, которые были бы обнаружены, если бы порог был на

10% ниже.

5.3.5. Сопоставление с другими наблюдательными методиками

Стоит кратко рассмотреть потенциал других основных методов, таких как

фотометрические транзиты и лучевые скорости [110], для обнаружения тех пла­

нетных систем, которые не могут быть астрометрически детектированы вслед­

ствие поглощения орбитального движения параллаксом. Мы также обсуждаем

возможность использования фотометрических данных для распознавания со­

путствующего смещения параллакса.

Транзиты

Транзит может произойти, если cos 𝑖 ≤ 𝑅⋆/𝑎p, где 𝑅⋆ — радиус родитель­

ской звезды. Для 𝑀p ≪ 𝑀⋆ и 𝑃 ≃ 1 третий закон Кеплера говорит, что

(𝑎p/1AU) ≃ (𝑀⋆/𝑀⊙)
1/3. Мы рассматриваем прямое движение родительской

звезды в плоскости орбиты, почти компланарной эклиптике, т. е. 𝑖E ≃ 0. Ис­

пользуя уравнение (5.45), мы можем записать условие наличия транзита как

|𝛽| ≤ 0.27∘
(︂
𝑅⋆

𝑅⊙

)︂(︂
𝑀⋆

𝑀⊙

)︂−1/3

. (5.80)
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Эта формула показывает, что в интересующих нас системах транзиты могут

быть наблюдаемы только в пределах узкой полосы вокруг эклиптики. Для звезд

главной последовательности 𝑅⋆ примерно пропорционален 𝑀 0.8
⋆ [54], следова­

тельно, |𝛽| ≤ 0.27∘ (𝑀⊙/𝑀⋆)
0.47. Соответственно, ширина полосы варьируется

от 0.4∘для родительских звезд-карликов M0 до примерно 0.7∘для звезд F0V.

Близость к эклиптике накладывает ограничения на возможность наблю­

дения планетарных транзитов для копланарных систем. Из простых геометри­

ческих соображений видно, что, если планета проецируется на диск звезды, то

звезда отстоит от Солнца на угол 180∘ − |Δ|. Если разность фаз Δ близка к

±180∘, т. е. векторы положения 𝑏 и 𝑠 почти антипараллельны, транзиты все­

гда происходят, когда родительская звезда находится либо близко к солнечному

лимбу, либо даже позади Солнца, если смотреть с Земли. Таким образом, тран­

зиты ненаблюдаемы, и вторичные затмения остаются единственными фотомет­

рическими свидетельствами наличия планетарного компаньона. Из-за наблюда­

тельных ограничений событие транзита может остаться необнаруженным, да­

же если конфигурация значительно отклоняется от точного антипараллельного

расположения. Например, если программа поиска транзитов способна отслежи­

вать звезды за пределами минимального углового расстояния 𝜉min от Солнца, об­

наружение транзитов возможно только для систем с |Δ| < Δmax (≡ 180∘ − 𝜉min)

(напомним, что мы рассматриваем почти копланарные системы в окрестности

эклиптики). Таким образом, для систем такого типа существует эффект наблю­

дательной селекции, так как в системах с |Δ| > Δmax транзиты ненаблюдаемы.

Лучевые скорости

Наблюдения лучевых скоростей, по-видимому, имеют лучшие перспективы

обнаружения экзопланет, которые нельзя детектировать астрометрически. Как

астрометрические, так и доплеровские наблюдения корректируются с учетом

орбитального движения Земли. Однако существует заметная разница в спосо­

бе применения поправок. Стандартная астрометрическая модель (см. уравне­
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ние (5.2), в которой параллакс учитывает движение Земли, опирается на парал­

лакс – величину, которая либо подлежит определению, либо известна с неко­

торой ошибкой. Если бы расстояние до целевой системы было точно известно,

орбитальное движение родительской звезды, в принципе, можно было бы вос­

становить из астрометрических данных.

Напротив, орбитальная скорость Земли, которая входит в поправку до­

плеровских наблюдений [148], очень хорошо известна. В результате скорость

звезды относительно барицентра Солнечной системы определяется точно, и ее

орбитальное движение может быть обнаружено. Стоит отметить, что, помимо

очевидных ограничений, налагаемых точностью наблюдений, компланарные си­

стемы, лежащие в окрестностях полюсов эклиптики, не могут быть обнаружены

из-за уменьшения амплитуды лучевой скорости на высоких эклиптических ши­

ротах для орбит.

Смещение абсолютной звёздной величины

Ошибка параллакса приводит к смещенной оценке светимости родитель­

ской звезды. Оценим смещение абсолютной звёздной величины, которую будем

обозначать символом ℳ во избежание путаницы со стандартным обозначени­

ем массы. Согласно определению абсолютной величины, её оценка связана с

видимой величиной 𝑚 и оценкой параллакса следующим образом:

ℳest = 𝑚+ 5− 5 lg𝜛est . (5.81)

Соответственно, смещение в оценке абсолютной величины имеет вид

Δℳ ≡ ℳest −ℳ = 5 lg
𝜛est

𝜛
. (5.82)

Используя оценку параллакса из уравнения (5.24), выражаем смещение через

корреляционную функцию

Δℳ = 5 lg
(︁
1− 𝜌

𝑎⋆
𝐴

)︁
. (5.83)
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Радиус орбиты родительской звезды значительно меньше астрономической еди­

ницы, поэтому с большой степенью точности

Δℳ = − 5

ln 10
𝜌
𝑎⋆
𝐴

= −2.17𝜌
𝑎⋆
𝐴
. (5.84)

Для того, чтобы связать 𝑎⋆ с параметрами системы, воспользуемся третьим

законом Кеплера. Для системы с орбитальным периодом около одного года

находим
𝑎⋆
𝐴

=

(︂
𝑀𝑝

𝑀⊙

)︂(︂
𝑀⋆

𝑀⊙
+
𝑀𝑝

𝑀⊙

)︂−2/3

. (5.85)

где 𝑀⋆ и 𝑀p означают массу родительской звезды и планеты соответственно.

Поскольку 𝑀𝑝 ≪ 𝑀⋆, можно пренебречь вторым слагаемым в скобках. Кроме

того, массу планеты удобно выразить в единицах массы Юпитера𝑀𝐽 , что даёт:

𝑎⋆
𝐴

= 9.55 · 10−4

(︂
𝑀𝑝

𝑀𝐽

)︂(︂
𝑀⋆

𝑀⊙

)︂−2/3

, (5.86)

Подставляя это выражение в уравнение (5.84), получаем окончательно

Δℳ = −
(︀
2 · 10−3

)︀
𝜌

(︂
𝑀𝑝

𝑀𝐽

)︂(︂
𝑀⋆

𝑀⊙

)︂−2/3

зв. вел. (5.87)

Отметим, что Δℳ не зависит от расстояния. Это соотношение показывает,

что смещение Δℳ находится на уровне нескольких единиц 10−3 зв. вел. или

ниже для спутников планетарной массы. Такая небольшая разница в светимо­

сти имеет ограниченное значение, поскольку она значительно ниже неопреде­

ленностей в моделях звездной калибровки. Массивные коричневые карлики с

𝑀𝑝 ≃ 50–100𝑀𝐽 , для которых смещение звездной величины может составлять

0.1–0.2 зв. вел., дают больше шансов распознать расхождение в светимости.

Таким образом, возможность преодоления вырождения между орбитальным

и параллактическим движением с использованием фотометрических данных

ограничена коричневыми карликами, тогда как обнаружение эффектов от пла­

нетарных спутников вряд ли достижимо на практике.
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5.4. Предельная масса астрометрически детектируемой

экзопланеты

В завершение этой главы приведем формулу для оценки предельной массы

экзопланеты, которая может быть детектирована астрометрически.

Результаты численных экспериментов показали, что астрометрия наиболее

эффективна в обнаружении экзопланет, если их орбитальный период не превы­

шает продолжительность наблюдений [108; 132], поэтому ограничимся периода­

ми, не превышающими длительность наблюдений 𝑇 , 𝑃 ≤ 𝑇 .

Согласно третьему закону Кеплера, большая полуось орбиты планеты опре­

деляется выражением

𝑎p = 𝐴×
(︂
𝑀⋆

𝑀⊙

)︂1/3

×
(︂

𝑃

1 год

)︂2/3

. (5.88)

Применяя вышеуказанное условие для величины периода, находим ограничение

на размер орбиты

𝑎p ≤ 𝑎max ≡ 𝐴×
(︂
𝑀⋆

𝑀⊙

)︂1/3

×
(︂

𝑇

1 год

)︂2/3

. (5.89)

Далее, стандартное определение астрометрической сигнатуры (5.25) удобно за­

писать в виде

𝜐 = 3мксд×
(︂
𝑀p

𝑀⊕

)︂
×
(︂
𝑀⋆

𝑀⊙

)︂−1

×
(︁𝑎p
𝐴

)︁
×
(︂

𝑅

1 пк

)︂−1

. (5.90)

Выражая отсюда массу планеты, находим

𝑀p =𝑀⊕ ×
(︂

𝜐

3мксд

)︂
×
(︂
𝑀⋆

𝑀⊙

)︂
×
(︁𝑎p
𝐴

)︁−1

×
(︂

𝑅

1 пк

)︂
. (5.91)

Астрометрическое обнаружение экзопланет в решающей степени зависит от от­

ношения сигнал-шум 𝜐/𝜎, где 𝜎 – астрометрическая точность. Принимая обыч­

ное правило трех сигм, положим 𝜐 = 3𝜎. Этот критерий вместе с вышеуказан­

ным условием для максимального размера орбиты (5.89) позволяет установить
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нижний предел массы планеты.

𝑀p ≥𝑀min ≡𝑀⊕ ×
(︂

𝜎

1мксд

)︂
×
(︂
𝑀⋆

𝑀⊙

)︂2/3

×
(︂

𝑇

1 год

)︂−2/3

×
(︂

𝑅

1 пк

)︂
. (5.92)

Эта удобная формула была получена автором в работе [64] и насколько извест­

но, ранее не встречалась в литературе.

Для расширенной миссии Gaia с 𝑇 = 10 лет, это соотношение даёт

𝑀min =𝑀⊕ ×
(︂

𝜎

5мксд

)︂
×
(︂
𝑀⋆

𝑀⊙

)︂2/3

×
(︂

𝑅

1 пк

)︂
. (5.93)

Поскольку присутствие экзопланет обнаруживается из анализа невязок, под

следует понимать не итоговую точность астрометрического каталога, а точ­

ность индивидуальных измерений. Как указано в разделе 6.4, наилучшая на

сегодняшний день репрезентативная оценка для Gaia составляет 𝜎𝜙 = 100мксд.

Используя эту величину и рассматривая звёзды солнечного типа, находим, что

на расстоянии в 10 пк планеты с массой менее 200𝑀⊕ не могут быть детектиро­

ваны с использованием наблюдений Gaia. На меньших расстояниях возможно

обнаружение планет с меньшей массой. Принадлежность родительской звезды

к более позднему спектральному классу, что сопровождается понижением её

массы, также позволяет обнаруживать более легкие планеты.

5.5. Выводы к пятой главе

Представлен анализ влияния орбитального движения Земли на астромет­

рическую обнаруживаемость систем с невидимыми компаньонaм с упором на об­

наружение экзопланет. Продемонстрировано, что если период компаньона бли­

зок к одному году, а его орбитальная плоскость почти параллельна эклиптике,

орбитальное движение родительской звезды может быть полностью или частич­
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но поглощено параметром параллакса. Если происходит полное поглощение,

компаньон астрометрически необнаружим.

Анализ статистики соответствия 𝜒2 для оценки параллакса позволил нам

найти сопутствующее смещение параллакса и ввести удобную меру для обна­

руживаемости, эффективную астрометрическую сигнатуру, которая учитывает

орбитальное движение Земли и влияние поглощения параллакса на астрометри­

ческие остатки. Примечательно, что эффекты орбитального движения Земли

удобно параметризируются одним параметром: функцией корреляции положе­

ния 𝜌. Для круговой орбиты получено общее выражение для функции корреля­

ции в терминах параметров орбиты и продолжительности наблюдений. Таким

образом, получен полный набор формул для расчета астрометрических эффек­

тов, обусловленных взаимодействием между орбитальным движением Земли и

орбитальным движением родительской звезды для произвольных круговых ор­

бит. Эти эффекты значительны для орбит с малым эксцентриситетом (𝑒 ≤ 0.5)

и периодом 0.8 ≤ 𝑃 ≤ 1.2 год. В этом диапазоне периодов эффекты в решаю­

щей степени зависят от наклона плоскости орбиты по отношению к эклиптике

и от относительного положения Земли и звезды.

Некоторые астрометрически необнаружимые системы могут быть обнару­

жены с помощью других методов обнаружения. В то время как фотометриче­

ские транзитные поиски полезны для этих целей только в пределах узкой по­

лосы вокруг эклиптики, обзоры лучевых скоростей потенциально способны об­

наруживать такие системы на большей части небесной сферы, за исключением

областей вокруг полюсов эклиптики. Более того, расхождение между светимо­

стью родительской звезды, полученной из тригонометрического параллакса, и

астрофизическими данными может предоставить доказательства наличия неви­

димого компаньона. Хотя небольшое смещение параллакса из-за планетарных

компаньонов немного влияет на оценки абсолютной величины, этот эффект мо­

жет быть существенным для компаньонов массивных коричневых карликов.

Стоит отметить, что все результаты, полученные для одной планеты, спра­
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ведливы для систем с несколькими экзопланетами, поскольку движение роди­

тельской звезды представляет собой простую композицию эффектов, произво­

димых каждой из планет по отдельности. Эффекты поглощения параллакса

на характеристику планетарных орбит в этой работе не рассматривались; эта

сложная и важная проблема заслуживает специального изучения.

Получена удобная формула для оценки предельной массы экзопланеты,

которая может быть детектирована астрометрически. Это соотношение позво­

ляет делать качественно выводы об обнаружении экзопланет с использованием

наблюдений Gaia. Так, например, исходя из имеющихся данных о точности из­

мерений Gaia, можно заключить, что планеты с массой менее 200𝑀⊕, обраща­

ющиеся вокруг звёзд солнечного типа, могут быть детектированы расстояниях

не превышающих 10 пк.
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Глава 6

Ограничения на тестирование постньютоновской

гравитации с использованием сканирующего

астрометрического спутника

Среди целей миссии ESA Gaia [68], вероятно, наиболее фундаментальной

является создание абсолютного астрометрического каталога, который является

реализацией квазиинерциальной системы отсчета на небе, вплоть до звездной

величины 𝐺 = 20.7, и с точностью от 10 до 1000 микросекунд дуги (мсд) для

более чем миллиарда звезд. Настоящим прорывом для астрометрии, оказываю­

щим глубокое влияние на многие области астрономии и астрофизики, является

доступность абсолютных параллаксов с точностью ∼ 10% в масштабах всей

Галактики. Оценка этих величин является главной целью абсолютной астро­

метрии, в отличие от относительной астрометрии, которая обычно способна

определять параллаксы только относительно фоновых объектов, и, таким об­

разом, на нее влияют систематические ошибки, свойственные этим опорным

объектам.

Однако достижение этой цели с помощью Gaia потенциально затруднено

из-за связи между параллаксом и другими параметрами, что может привести к

смещению между вычисленным и истинным параллаксом. Эта систематическая

ошибка обычно называется нуль-пунктом параллакса.

Некоторые из этих корреляций неразрывно связаны с тем, как Gaia произ­

водит свои измерения; другие имеют более фундаментальный характер и могут

влиять на астрометрические измерения в более общих случаях. Связь глобаль­

ного смещения параллакса с изменениями мерного угла между двумя полями

зрения [45], а также корреляция между параллаксом и скоростью поперечно­
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го движения источников в поле зрения [95] иллюстрируют корреляции первого

типа.

Второй тип связи хорошо иллюстрируется корреляцией между параллак­

сами и так называемым параметром 𝛾, который является одним из парамет­

ров, используемых в параметризованном постньютоновском (ППН) формализ­

ме [113; 145]. Этот формализм позволяет классифицировать и количественно

оценить отклонения от общей теории относительности (ОТО) в слабых грави­

тационных полях. В рамках этого подхода отличия от ОТО характеризуются

десятью параметрами, описывающими различные физические эффекты.

Параметр 𝛾 определяет кривизну кривизны пространства, создаваемую

единичной массой, и по этой причине он напрямую входит в формулы, описы­

вающие гравитационное искривление света. В силу этого обстоятельства аст­

рометрические измерения хорошо подходят для проверки ОТО посредством

оценки этого параметра.

Эта задача решалась в прошлом [130], но её эффективность могла быть

существенно улучшена только с появлением космической астрометрии благода­

ря огромному увеличению точности измерений, количества наблюдаемых объ­

ектов и времени наблюдения. Космические астрометрические миссии предла­

гались много раз в прошлом, но в настоящее время только две из них были

фактически реализованы: Hipparcos [136] и Gaia.

Эти проекты основаны на одном и том же принципе сканирования небес­

ной сферы. Оценку параметра 𝛾 можно осуществить, включив его в число

неизвестных, подлежащих определению в так называемом глобальном астро­

метрическом решении [96; 143]. Таким образом, этот параметр находится из

реконструкции небесной глобальной системы отсчета наряду со обычными аст­

рометрическими параметрами, такими так прямое восхождение, склонение, три­

гонометрический параллакс и компоненты собственного движения.

Поэтому задача реконструкции сферы одновременно превращается в огром­

ную проверку теорий гравитации, и это именно то, что запланировано для Gaia.
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С другой стороны, его предшественник, Hipparcos, принял стратегию, основан­

ную на апостериорной оценке 𝛾 из невязок реконструкции сферы [63].

Однако из того, что было упомянуто выше, ясно, что существующая кор­

реляция между параллаксами и параметром 𝛾 может поставить под угрозу

научные результаты астрометрической миссии, основанной на принципах, во­

площённых в проекте Gaia. Например, систематическое смещение параллаксов

может ухудшить точность определения параметра 𝛾, полученного в результате

реконструкции сферы. И наоборот, ошибка в параметре 𝛾 привести к смещенной

оценке параллаксов.

Такая запутанность, с точки зрения глобальной астрометрической миссии,

крайне тревожна, поскольку она может поставить под угрозу определение аб­

солютных параллаксов, что является важнейшей научной целью таких миссий.

В этом смысле стоит упомянуть, что глобальное смещение параллаксов состав­

ляет около −17 𝜇as в последнем опубликованном выпуске данных Gaia (EDR3)

[94].

Общая теория относительности является одним из краеугольных камней

современной физики, и её предсказания были подтверждены в многочисленных

экспериментах; тем не менее, альтернативные теории гравитации считаются

жизнеспособными [145]. Влияние отклонения от ОТО на результат астромет­

рического эксперимента, подобного Gaia, до сих пор не изучалось систематиче­

ски. Целью настоящей главы является исследование таких вопросов, при этом

особое внимание уделяется влиянию изменения параметра 𝛾 на определение

параллаксов в космическом эксперименте, подобном проекту Gaia.
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6.1. Теория

Корреляция между параллаксами и параметром 𝛾 возникает из-за сход­

ства в том, как отклонение света и параллакс влияют на наблюдаемые направ­

ления. Увеличивающееся отклонение света (т. е. небольшое увеличение PPN 𝛾)

приводит к смещению направления наружу от центра отклоняющего тела, то­

гда как растущие параллаксы приводят к смещению направления к барицентру

Солнечной системы. Солнце отвечает за самую значительную часть отклонения

света. Для сканирующей миссии, использующей конструкцию, подобную Gaia,

сохраняются большие угловые разделения между Солнцем и объектами наблю­

дений; например, наблюдения Gaia проводятся на расстоянии от 45∘ до 135∘ от

Солнца. В таком случае большие круги от наблюдаемого источника до центра

Солнца и до БСС почти совпадают, и поэтому эффекты отклонения света и

параллакса почти параллельны и противоположны по направлению, что проил­

люстрировано рисунком 6.1.

Это интуитивное объяснение более подробно изложено в следующих под­

разделах, где мы приводим теоретические основы и выводим некоторые полез­

ные формулы. Анализ влияния тригонометрического параллакса и параметра

𝛾 на наблюдаемые величины показывает сильную корреляцию между этими

двумя величинами, что согласуется с более ранними результатами. Для даль­

нейшей проверки влияния такой корреляции мы смоделировали наблюдения,

подобные наблюдениям Gaia, используя возмущенное значение 𝛾, а затем вы­

полнили решение методом наименьших квадратов для единственных астромет­

рических параметров, предположив значение ОТО 𝛾. Наконец, мы использо­

вали этот подход, чтобы определить, как систематическая ошибка параллакса

смещает оценку параметра 𝛾 и наоборот.

В целях сокращения записи все расстояния в этой главе выражены в а.е..
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6.1.1. Основные уравнения

Рассмотрим как малые вариации тригонометрического параллакса и пара­

метра 𝛾 меняют наблюдаемое направление на какой-либо объект на небесной

сфере. Изменение направления, вызванное вариацией параллакса 𝛿𝜛, описыва­

ется уравнением (1.27). Выпишем его ещё раз:

𝛿𝑢𝜛 = 𝑢× [𝑢× 𝑏] 𝛿𝜛 , (6.1)

где 𝑏 – барицентрическое положение наблюдателя.

В рамках формализма ППН [80; 97; 113] отклонение света в гравитацион­

ном поле Солнца равно

Δ𝑢 = −𝑢× (𝑢× 𝑏h)
1 + 𝛾

2

𝑟s
𝑏h (𝑏h + 𝑢′𝑏h)

. (6.2)

Здесь 𝑏h – гелиоцентрическое положение наблюдателя, а 𝑟s означает гравита­

ционный радиус Солнца, выраженный а астрономических единицах:

𝑟s = 2𝐺𝑀⊙/𝐴𝑐
2 = 1.974× 10−8 а.е. . (6.3)

Барицентрическое расстояние центра Солнца не превышает 0.01 а.е. [111], по­

этому 𝑏 и 𝑏h отличаются максимум на 0.6∘ по направлению и на 1% по абсо­

лютной величине для космического аппарата, работающего вблизи Земли или

вблизи точки L2. Такая небольшая разница говорит о том, что можно не делать

различия между барицентрическим и гелиоцентрическим положением. По этой

причине в дальнейшем используется 𝑏 вместо 𝑏ℎ.

Таким образом, находим, что изменение наблюдаемого направления, обу­

словленное малой вариацией параметра 𝛾 можно записать как

𝛿𝑢𝛾 = −𝑢× (𝑢× 𝑏)
𝑟s
2𝑏2

𝛿𝛾

1− cos𝜒
, (6.4)

где 𝜒 – угловое расстояние между Солнцем и рассматриваемой звездой с точки

зрения наблюдателя: 𝑢′𝑏 = −𝑏 cos𝜒. Знак минус здесь учитывает тот факт, что



188

вектор 𝑏 направлен от барицентра к наблюдателю, в то время как единичный

вектор 𝑢 отвечает направлению от наблюдателя в сторону звезды.

Как отмечено в разделе 2.3.3, барицентрическое расстояние 𝑏 не является

строго постоянным, а слегка зависит от времени. Например, барицентрическое

расстояние космического аппарата Gaia варьируется от 0.99 до 1.03 а.е.. Мы

рассматриваем 𝑏 как постоянную величину, предполагая, что 𝑏 = 1.01𝐴.

6.1.2. Наблюдения с борта сканирующего космического аппарата

Для описания наблюдений, выполняемых с борта сканирующего косми­

ческого аппарата, удобно использовать сканирующую систему отсчёта (ССО),

изображённую на рисунке 2.1. В этой системе направление на объект задаётся

так называемыми инструментальными углами 𝜙 и 𝜁 и описывается уравнением

(2.3). Выпишем его ещё раз:

𝑢 = 𝑥 cos𝜙 cos 𝜁 + 𝑦 sin𝜙 cos 𝜁 + 𝑧 sin 𝜁 . (6.5)

Аналогично, два угла Ω и 𝜉 определяют направление на Солнце. Угол наклона

𝜉 оси вращения к направлению на Солнце практически постоянен. Для Gaia

величина этого угла равняется 45∘, для Hipparcos было выбрано немного мень­

шее значение 43∘. Фаза вращения Ω, являющаяся углом между направлением

на Солнце и плоскостью 𝑥𝑧, увеличивается со временем с постоянной скоро­

стью. Таким образом, барицентрическое положение космического аппарата в

ССО определяется выражением

𝑏 = 𝑏 (−𝑥 cosΩ sin 𝜉 + 𝑦 sinΩ sin 𝜉 − 𝑧 cos 𝜉) . (6.6)

В этом уравнении учтён тот факт, что вектор 𝑏 направлен от барицентра к

аппарату.
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Скалярное произведение 𝑢 и 𝑏 дает угловое расстояние между Солнцем и

направлением на звезду в терминах ССО:

cos𝜒 = −𝑢′𝑏/𝑏 = sin 𝜁 cos 𝜉 + cos 𝜁 sin 𝜉 cos 𝜃 . (6.7)

Здесь введена продольная угловая координата 𝜃 = Ω + 𝜙, которая задаёт угол

между Солнцем и вектором 𝑢, измеренный относительно оси 𝑧 в направлении

вращения спутника. Отвлекаясь от малого поперечного размера полей зрения,

эта формула показывает, что сканирующий спутник наблюдает объекты, отсто­

ящие от Солнца на угол от 90∘ − 𝜉 до 90∘ + 𝜉. Для Gaia, с 𝜉 = 45∘, это угловое

расстояние лежит в пределах от 45∘ до 135∘.

Линеаризуя уравнение (6.5) относительно 𝜙, находим, что изменение на­

правления вследствии малой вариации 𝛿𝜙 равно

𝛿𝑢 = (−𝑥 sin𝜙+ 𝑦 cos𝜙) cos 𝜁 𝛿𝜙 . (6.8)

Взяв скалярное произведение уравнения (6.8) и вектора −𝑥 sin𝜙 + 𝑦 cos𝜙, по­

лучаем

cos 𝜁 𝛿𝜙 = sin𝜙 (𝑥′𝛿𝑢) + cos𝜙 (𝑦′𝛿𝑢) . (6.9)

Эта общая формула позволяет вычислить изменение угловой координаты 𝛿𝜙

для произвольного изменения направления.

Подставляя изменения наблюдаемого направления из уравнений (6.1) и

(6.4) в формулу (6.9), находим смещения координаты 𝜙, обусловленные измене­

нием параллакса и параметра 𝛾

𝛿𝜙𝜛 = −𝑏 sin 𝜉 sin 𝜃 sec 𝜁 𝛿𝜛 , (6.10)

𝛿𝜙𝛾 =
𝑟s
2𝑏

sin 𝜉 sin 𝜃

1− sin 𝜉 cos 𝜃
sec 𝜁 𝛿𝛾 . (6.11)

Уравнения (6.10) и (6.11) являются основными для астрометрического опреде­

ления тригонометрических параллаксов и PPN 𝛾 с использованием наблюде­

ний, полученных с борта сканирующего космического аппарата. С геометриче­

ской точки зрения они являются проекциями наблюдаемого смещения звезды,



190

вызванного 𝛿𝜛 и 𝛿𝛾, на мгновенный круг сканирования. Математически они

представляют собой частные производные, используемые для построения нор­

мальной матрицы в решении по методу наименьших квадратов. Аналогичные

формулы были выведены для бесконечно малого поля зрения в [63].

6.1.3. Относительная величина эффектов

Самая точная оценка параметра 𝛾 на настоящее время, полученная с по­

мощью доплеровских наблюдений за космическим аппаратом Кассини [32; 145],

составляет 𝛾 − 1 = (2.1± 2.3) × 10−5. Это накладывает ограничение на ожи­

даемые изменения наблюдаемых величин, поскольку абсолютное значение 𝛿𝛾

вряд ли будет намного больше, чем 2× 10−5. Сдвиг 𝛿𝜙𝛾, соответствующий это­

му значению 𝛿𝛾, показан на рисунке 6.1 наряду со сдвигом 𝛿𝜙𝜛, вызванным

изменением параллакса.

Близкое сходство между эффектами, хорошо заметное на рисунке 6.1, гово­

рит о наличие сильной корреляции между ними. Количественное исследование

этой корреляции выполнено в разделе 6.2, а сейчас мы рассмотрим вопрос с

качественной стороны и оценим величины эффектов.

Нетрудно видеть, что максимальное абсолютное значение параллактиче­

ского эффекта равно 𝑏 sin 𝜉 𝛿𝜛, тогда как максимальное абсолютное значение

отклонения света вдоль круга сканирования, достигаемое при 𝜃 = 90∘ − 𝜉 или

𝜃 = 270∘ + 𝜉, равняется (𝑟s/2𝑅) tan 𝜉 𝛿𝛾. Предполагая 𝑏 = 1 и имея в виду, что

эффекты имеют противоположный знак, мы видим, что указанные максималь­

ные эффекты равны, когда

−2 cos 𝜉 𝛿𝜛 ≃ 𝑟s 𝛿𝛾 . (6.12)

Выражая параллакс в мксд и 𝛾 в единицах 10−5, мы находим, что для принятого
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в проекте Gaia угла 𝜉 между осью вращения и направлением Солнца в 45∘,

справедливо следующее соотношение:

𝛿𝜛 [мксд]

𝛿𝛾 [10−5]
≃ − 1

35
. (6.13)

Эта пропорция иллюстрирует относительные значения эффектов. Если, напри­

мер, происходит увеличение параллакса на 10мксд, это соответствует такому

изменению наблюдаемых величин, которое можно описать уменьшением пара­

метра 𝛾 на ∼ 350×10−5. И наоборот, изменение наблюдаемых величин в резуль­

тате повышения параметра 𝛾 на 10−5 можно описать уменьшением параллакса

на ∼ 1/35мксд, то есть ∼ 30 нсд.

Такая трактовка применима к параллаксу любой звезды, и поэтому 𝛿𝜛

можно интерпретировать как глобальное смещение параллаксов. Систематиче­

ское отклонение параллаксов от их истинных значений называется нуль-пунк­

том параллаксов. Уравнение (6.13) таким образом связывает ошибку в пара­

метре 𝛾 с нуль-пунктом параллаксов. Хотя это соотношение является прибли­

зительным, оно весьма удобно для порядковых оценок. Более точные формулы,

описывающие взаимное влияние параметра 𝛾 и нуль-пункта параллаксов, выве­

дена в разделе 6.3.1.

6.2. Корреляция между параметром 𝛾 и параллаксами

Для упрощения вычислений мы пренебрегаем конечным размером полей

зрения и полагаем в дальнейшем, что наблюдения выполняются только на круге

сканирования, то есть (𝜁 = 0). Для Gaia, с поперечным размером полей зрения

менее 1∘, это предположение справедливо с точностью до 1%. Это приближе­

ние не сказывается на окончательных выводах, что подтверждено результатами

численных тестов, представленными в разделе 6.4.2.
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Рис. 6.1. – Влияние изменений отклонения света и параллакса на инструментальный угол

𝜙. Красная линия, вычисленная согласно (6.11) с 𝛿𝛾 = 2 × 10−5, показывает максималь­

ный сдвиг, отвечающий настоящей оценке параметра 𝛾. Синяя линия, вычисленная согласно

(6.10), демонстрирует, как 𝛿𝜙𝜛 изменяется с 𝜃, если параллакс увеличивается на 11.3 мксд.
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6.2.1. Метод корреляционных функций

Влияние гравитационного отклонения света и эффекта параллакса на на­

блюдаемые величины определяется множителями, стоящими перед 𝛿𝜛 и 𝛿𝛾 в

правых частях формул (6.10) и (6.11). Обозначим их через 𝑓𝜛 и 𝑓𝛾:

𝑓𝜛 = −𝑏 sin 𝜉 sin 𝜃 , (6.14)

𝑓𝛾 =
𝑟s
2𝑏

sin 𝜉 sin 𝜃

1− sin 𝜉 cos 𝜃
. (6.15)

Как известно, при совместном определении 𝛿𝜛 и 𝛿𝛾 статистическая зависимость

между полученными результатами определяется корреляционной функцией, ко­

торая в общем случае вычисляется через соответствующие средние значения:

𝜌 = − ⟨𝑓𝜛𝑓𝛾⟩ − ⟨𝑓𝜛⟩⟨𝑓𝛾⟩
(⟨𝑓 2𝜛⟩ − ⟨𝑓𝜛⟩2)1/2

(︀
⟨𝑓 2𝛾 ⟩ − ⟨𝑓𝛾⟩2

)︀1/2 . (6.16)

Поскольку 𝑓𝜛 и 𝑓𝛾 являются функциями угла 𝜃, в качестве усреднения уместно

воспользоваться усреднением по углу:

⟨𝑓⟩ = 1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑓 (𝜃) d𝜃 . (6.17)

Нетрудно видеть, что вычисленные таким образом средние ⟨𝑓𝜛⟩ и ⟨𝑓𝛾⟩ равны

нулю, поэтому выражение для корреляции упрощается:

𝜌 = − ⟨𝑓𝜛𝑓𝛾⟩
(⟨𝑓 2𝜛⟩)

1/2 (︀⟨𝑓 2𝛾 ⟩)︀1/2 . (6.18)

Выполняя интегрирование, получаем средние величины

⟨𝑓 2𝜛⟩ = 𝑏2
sin2 𝜉

2
, (6.19)

⟨𝑓 2𝛾 ⟩ =
(︁𝑟s
𝑏

)︁2 sin2 (𝜉/2)
2 cos 𝜉

, (6.20)

⟨𝑓𝜛𝑓𝛾⟩ = −𝑟s sin2 (𝜉/2) . (6.21)
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Постановка в определение корреляционной функции (6.18) даёт

𝜌 =
√︁
1− tan2 (𝜉/2) . (6.22)

Эта формула представляет корреляцию между параметром 𝛾 и нуль-пунктом

параллаксов как функцию угла наклона 𝜉 оси вращения космического аппарата

к направлению на Солнце. Для принятой в проекте Gaia величина угла 𝜉 = 45∘

корреляция составляет 𝜌 = 0.91.

Как можно видеть, 𝜌 изменяется от 1 до 0, когда 𝜉 изменяется от 0 до 90∘.

Такое поведение корреляционной функции отражает тот факт, что сходство

между отклонением света и параллактическим смещением возрастает по мере

уменьшения угла наклона. В этом легко убедиться, рассмотрев для простоты

предельный случай 𝜉 = 0, когда сканирование происходит вдоль больших кру­

гов, перпендикулярных к плоскости эклиптики. Соответственно, угловое рас­

стояние между Солнцем и объектами наблюдения всегда будет близко к 90∘.

Как видно из (6.1) и (6.4), эффекты отклонения света и параллакса совпадают

по направлению и отличаются тем, как их величина зависит от углового рас­

стояния. В рассматриваемой же ситуации угловое расстояние одинаково для

всех объектов, эффекты проявляют себя подобным образом. Математически

это как раз и означает, что корреляция между ними близка к единице. По мере

роста угла 𝜉 наклон кругов сканирования к эклиптике уменьшается, объекты

наблюдаются на различных угловых расстояниях от Солнца, сходство между

эффектами становится менее выраженным, что и приводит к падению корре­

ляции. Разумеется, случай 𝜉 ≈ 90∘ рассматривается чисто гипотетически: это

привело бы к засветке телескопов прямым солнечным светом, что недопустимо.
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6.2.2. Метод наименьших квадратов

Преимущество изложенного в предыдущем разделе метода корреляцион­

ных функций состоит в его простоте и физической прозрачности. С другой сто­

роны, его основной недостаток заключается в невозможности обобщения для

вычисления корреляции при наличии дополнительных наблюдений. Кроме то­

го, он не позволяет найти влияние корреляции на точность астометрического

решения. Представляется целесообразным поэтому рассмотреть и другой ме­

тод, хотя и более сложный, но позволяющий не только оценить точность опре­

деления параметра 𝛾, но и обобщить анализ корреляции на случай двумерных

наблюдений, когда измерения выполняются как вдоль, так и поперёк направ­

ления сканирования. Этот подход основан на применении метода наименьших

квадратов к задаче одновременного определения параллаксов и параметра 𝛾 с

использованием одних и тех же наблюдательных данных.

Глобальное астрометрическое решение в процедуре редукции данных в

проекте Gaia, по сути, представляет собой задачу наименьших квадратов [96]. В

рамках этой методики, мы рассматриваем решение, включающее только парал­

лаксы и параметр 𝛾 в качестве неизвестных и использующее инструментальный

угол 𝜙 в качестве «наблюдений». Такой подход значительно упрощает задачу,

позволяя напрямую изучить взаимодействие между параллаксами и парамет­

ром 𝛾 . Фактически, мы неявно предполагаем, что другие параметры не коррели­

руют с параметром 𝛾; это предположение обосновано результатами численного

моделирования, представленными в разделе 6.4.2.

Используя уравнения (6.10) и (6.11) и разделив каждое наблюдение на

его стандартную ошибку 𝜎 для выравнивания статистических весов, получа­

ем условные уравнения. Объединяя все наблюдения данной звезды, уравнения
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традиционно записываются в матричной форме:

𝑝𝛿𝜛 + 𝑔𝛿𝛾 = 𝛿𝜙 . (6.23)

Здесь 𝑝, 𝑔 и 𝛿𝜙 представляют собой векторы, длина которых равняется чис­

лу наблюдений рассматриваемой звезды 𝑛. Отдельные наблюдения помечены

индексом 𝑙, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛. Через 𝛿𝜙 обозначен вектор нормированных невязок,

элементы которого определяются равенством

𝛿𝜙𝑙 =
(︀
𝜙obs
𝑙 − 𝜙calc

𝑙

)︀
/𝜎 . (6.24)

где 𝜙obs
𝑙 и 𝜙obs

𝑙 – наблюдаемое и вычисленное значения инстументального угла.

Элементы векторов 𝑝 и 𝑔 содержат взвешенные частные производные

𝑝𝑙 =
1

𝜎

𝜕𝜙𝑙

𝜕𝜛
= − 𝑏

𝜎
sin 𝜉 sin 𝜃𝑙 , (6.25)

𝑔𝑙 =
1

𝜎

𝜕𝜙𝑙

𝜕𝛾
=

1

𝜎

𝑟s
2𝑅

sin 𝜉 sin 𝜃𝑙
1− sin 𝜉 cos 𝜃𝑙

. (6.26)

Следует подчеркнуть, что целью этого раздела является изучение корреля­

ции между параметром 𝛾 и параллаксами, а также и её последствий. Формаль­

ные свойства решения наименьших квадратов, такие как корреляция между

неизвестными и их неопределенностями, содержатся в нормальной матрице, ко­

торая зависит только от частных производных 𝑝 и 𝑔. Таким образом, вектор

невязок 𝛿𝜙 не существенен для остальной части этого раздела. Однако, он будет

позже использован в следующем разделе, где мы изучим влияние нуль-пункта

параллаксов на определение параметра 𝛾.

Уравнение (6.23) представляет собой систему из 𝑛 линейных уравнений

с двумя неизвестными 𝛿𝜛 и 𝛿𝛾. Чтобы найти оценку неизвестных по методу

наименьших квадратов, следует составить нормальные уравнения [5; 33]. Полу­

ченная нормальная матрица состоит из соответствующих скалярных произве­

дений. Обозначая их как 𝑁𝑝𝑝 = 𝑝′𝑝 и т. д., записываем нормальные уравнения⎛⎝𝑁𝑝𝑝 𝑁𝑝𝑔

𝑁𝑝𝑔 𝑁𝑔𝑔

⎞⎠⎛⎝𝛿𝜛
𝛿𝛾

⎞⎠ =

⎛⎝𝑝′𝛿𝜙

𝑔′𝛿𝜙

⎞⎠ (6.27)
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Элементы нормальной матрицы по сути являются суммами произведений со­

ответствующих элементов 𝑝 и 𝑔, причем суммирование проводится по всем

наблюдениям. Каждая такая сумма, очевидно, равна среднему значению соот­

ветствующей величины, умноженному на число наблюдений. Уравнения (6.25)

и (6.26) показывают, что 𝑝 и 𝑔 линейно пропорциональны векторам частных

производных инструментального угла, поэтому элементы нормальной матрицы

можно выразить через соответствующие средние величины:

𝑁𝑝𝑝 =
𝑛∑︁
𝑙=1

𝑝2𝑙 =
𝑛

𝜎2

⟨(︂
𝜕𝜙

𝜕𝜛

)︂2
⟩
, (6.28)

𝑁𝑔𝑔 =
𝑛∑︁
𝑙=1

𝑔2𝑙 =
𝑛

𝜎2

⟨(︂
𝜕𝜙

𝜕𝛾

)︂2
⟩
, (6.29)

𝑁𝑝𝑔 =
𝑛∑︁
𝑙=1

𝑝𝑙𝑔𝑙 =
𝑛

𝜎2

⟨
𝜕𝜙

𝜕𝜛

𝜕𝜙

𝜕𝛾

⟩
. (6.30)

Средние значения в уравнениях (6.28)–(6.30) являются усредненными по на­

блюдениям величинами. Для большого числа звезд распределение наблюдений

вдоль кругов сканирования практически равномерно. Поэтому мы можем заме­

нить усреднение по наблюдениям усреднением по углу, понимаемом в смысле

(6.17). Фигурирующие здесь средние совпадают с полученнными при вычисле­

нии корреляционной функции. Используя формулы (6.19)–(6.21), получаем

𝑁𝑝𝑝 =
(︀
𝑛/𝜎2

)︀
𝑏2
sin2 𝜉

2
, (6.31)

𝑁𝑔𝑔 =
(︀
𝑛/𝜎2

)︀ (︁𝑟s
𝑏

)︁2 sin2 (𝜉/2)
2 cos 𝜉

, (6.32)

𝑁𝑝𝑔 = −
(︀
𝑛/𝜎2

)︀
𝑟s sin

2 (𝜉/2) . (6.33)

Уравнения (6.31)–(6.33), которые связывают нормальную матрицу с пара­

метрами закона сканирования, радиусом орбиты, точностью наблюдений, чис­

лом звезд и продолжительностью наблюдений, весьма полезны для оценки точ­

ности и других характеристик астрометрического определения параметра 𝛾.

Сначала рассмотрим корреляцию между параметром 𝛾 и параллаксом. Из

теории метода наименьших квадратов хорошо известно, что для статистически
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независимых измерений ковариационная матрица решения наименьших квад­

ратов задается обратной нормальной матрицей. Обращение матрицы из урав­

нения (6.27) дает ковариационную матрицу

𝐶 =
1

𝑁𝑝𝑝𝑁𝑔𝑔 −𝑁 2
𝑝𝑔

⎛⎝ 𝑁𝑔𝑔 −𝑁𝑝𝑔

−𝑁𝑝𝑔 𝑁𝑝𝑝

⎞⎠ . (6.34)

Диагональные элементы 𝐶 – это дисперсии, т. е. квадраты стандартных оши­

бок, тогда как внедиагональные элементы представляют собой ковариации, т.

е. коэффициенты корреляции соответствующих величин, умноженные на их

стандартные ошибки. Таким образом, коэффициент корреляции, или просто

корреляция, между 𝛿𝛾 и 𝛿𝜛 равен

𝜌 =
−𝑁𝑝𝑔√︀
𝑁𝑝𝑝𝑁𝑔𝑔

=
√︁

1− tan2 (𝜉/2) . (6.35)

Таким образом, мы опять приходим к выражению (6.22).

В качестве другого примера использования полученных формул рассмот­

рим формальную ошибку оценки параметра 𝛾 по методу наименьших квадра­

тов. Из уравнений (6.34) и (6.35) следует, что её можно записать как

𝜎𝛾 =

(︂
𝑁𝑝𝑝

𝑁𝑝𝑝𝑁𝑔𝑔 −𝑁 2
𝑝𝑔

)︂1/2

=
𝑁

−1/2
𝑔𝑔√︀
1− 𝜌2

= N−1/2
gg cot (𝜉/2) . (6.36)

Правая часть уравнения (6.36) наглядно демонстрирует эффект корреляции.

Если бы параметр 𝛾 был единственным неизвестным, то его формальная ошиб­

ка, очевидно, равнялась бы 𝑁
−1/2
𝑔𝑔 , поскольку она полностью определяется точ­

ностью и числом наблюдений, а также геометрией сканирования.

Таким образом, корреляция с нуль-пунктами параллаксов увеличивает ошиб­

ку PPN 𝛾 на коэффициент
(︀
1− 𝜌2

)︀−1/2
. Эта особенность, впервые отмеченная

в работе [142], была использована в последующих исследованиях и включена

в обработку данных Gaia [96]. Для режима сканирования, принятого в проек­

те Gaia, значение этого коэффициента составляет 2.41. Наличие такого факто­

ра наглядно демонстрирует разницу между блочным и прямым решением. В
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то время как прямое решение неявно включает эффекты корреляции, блочное

решение недооценивает истинную стандартную неопределенность, и для уче­

та влияния корреляции необходимо учитывать соответствующий поправочный

множитель.

6.3. Взаимодействие систематических ошибок

В этом разделе мы применяем формализм, развитый в разделе 6.2.2 для

исследования взаимного влияние систематических ошибок в параметре 𝛾 и па­

раллаксах. Сначала мы оценим влияние гипотетического отличия параметра 𝛾

от единицы – величины, отвечающей ОТО – на глобальный сдвиг параллак­

сов. Затем обратимся к вопросу о том, как наличие нуль-пункт параллаксов

приводит к смещенной оценке параметра 𝛾 в астрометрическом решении.

6.3.1. Влияние параметра 𝛾 на нуль-пункт параллаксов

Изменение инструментального угла 𝜙, вызванное вариацией параллакса

звезды определяется уравнением (6.10). Учитывая все наблюдения данной звез­

ды, это соотношение можно записать в матричной форме следующим образом:

𝑝 𝛿𝜛 = 𝛿𝜙̃ . (6.37)

Как и прежде, длина векторов 𝑝 и 𝜙̃ равняется числу наблюдений рассматри­

ваемой звезды, которое обозначается через 𝑛.
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Стоит отметить, что, хотя это уравнение похоже на систему условных урав­

нений (6.23) (без члена с параметром 𝛾), оно имеет более общее значение. По­

скольку мы не делали никаких предположений относительно вектора в правой

части, его содержимое может быть произвольным. Мы используем тильду, что­

бы подчеркнуть это различие. Например, в астрометрическом решении Gaia,

которое носит блочно-итерационный характер, неизвестные обновляются после­

довательно, и этот вектор зависит от порядка выполнения операций. Параметр

𝛾 является одним из так называемых глобальных параметров, и, если определе­

ние этих параметров осуществляется на последней стадии, вектор 𝛿𝜙̃ включает,

вместе с наблюдательными невязками, поправки от всех предыдущих шагов,

таких как определение астрометрических параметров, уточнение ориентации

космического аппарата и калибровка инструмента.

Выражение (6.37) представляет собой систему 𝑛 линейных уравнений с

одним неизвестным 𝛿𝜛. Чтобы найти его решение в смысле наименьших квад­

ратов, образуем нормальные уравнения, умножив скалярно на вектор 𝑝:

𝑁𝑝𝑝 𝛿𝜛 = 𝑝′𝛿𝜙̃ , (6.38)

где величина 𝑁𝑝𝑝 определяется равенством (6.28). Решение этого нормального

уравнения даёт оценку сдвига параллаксов

𝛿𝜛 =
𝑝′𝛿𝜙̃

𝑁𝑝𝑝
. (6.39)

Как было сказано выше, эта формула применима в общем случае, поскольку

она выведена без каких-либо предположений относительно вариаций 𝛿𝜙̃. Теперь

применим ее к случаю, когда вариации вызваны изменением параметра 𝛾.

Согласно уравнению (6.11), вариации инструментального угла вследствие

изменения параметра 𝛾 равны

𝛿𝜙̃ = 𝑔 𝛿𝛾 , (6.40)

где вектор 𝑔 имеет тот же смысл, что и в выражении (6.23). Подставляя соот­
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ношение (6.40) в уравнение (6.39), находим оценку сдвига параллакса

𝛿𝜛𝛾 =
𝑁𝑝𝑔

𝑁𝑝𝑝
𝛿𝛾 . (6.41)

Здесь величина 𝑁𝑝𝑔 определяется равенством (6.30). Используя выражения для

𝑁𝑝𝑝 и 𝑁𝑝𝑔 из формул (6.31) и (6.33), окончательно получаем

𝛿𝜛 = − 𝑟s
2𝑏2

𝛿𝛾

cos2 (𝜉/2)
. (6.42)

Эта формула решает поставленную задачу, определяя зависимость глобального

сдвига параллаксов от систематической ошибки в параметре 𝛾.

Воспользовавшись определением гравитационного радиуса (6.3), находим

формулу, которая выражает сдвиг параллаков через физические и астрономи­

ческие постоянные:

𝛿𝜛 = −𝐺𝑀⊙

𝐴𝑐2

(︂
𝐴

𝑏

)︂2
𝛿𝛾

cos2 (𝜉/2)
. (6.43)

Подставляя численные значения, получаем, что для применяемого в проекте

Gaia закона сканирования с 𝑏 = 1.01𝐴 и 𝜉 = 45∘

𝛿𝜛 = −0.023мксд×
(︂
𝛿𝛾

10−5

)︂
. (6.44)

Остановимся теперь на возможной величине изменения 𝛿𝛾. В общей тео­

рии относительно значение параметра 𝛾 в точности равно единице. На практике

обычно используется не сам параметра 𝛿𝛾, а разность 𝛾 − 1, которая является

малой величиной, служит удобным индикатором отклонения от ОТО. Наиболее

точное экспериментальное значение 𝛾− 1 на настоящий момент [32] составляет

(2.1± 2.3)× 10−5, и соответствующий 3-𝜎 интервал: (−4.8÷ 9.0)× 10−5. Таким

образом, можно заключить, что, в свете современных представлений, отклоне­

ние параметра 𝛾 от единицы едва ли превышает 10−4. Подставляя эту величину

в формулу (6.44), получаем, что сдвиг параллакса в астрономическом решении

Gaia, возникающий вследствие гипотетического отклонения от ОТО, не превы­

шает 0.2 мксд, что существенно ниже достигнутого на сегодняшний день уровня

точности.
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Уравнение (6.42) представляет усредненное по небу смещение параллак­

са. Смещение, кроме того, подвержено зональным изменениям из-за особенно­

стей схемы сканирования небесной сферы. Это хорошо видно на примере об­

ластей, близких к полюсам эклиптики. Непосрественное геометрическое рас­

смотрение показывает, такие звезды в этих зонах наблюдаются только при

𝜃 ≃ 90∘ или 270∘. Соответственно, в этом случае 𝑁𝑝𝑝 =
(︀
𝑛/𝜎2

)︀
𝑏2 sin2 𝜉 и 𝑁𝑝𝑔 =

−
(︀
𝑛/𝜎2

)︀
(𝑟s/2) sin

2 𝜉, и сдвиг параллакса становится

𝛿𝜛 = − 𝑟s
2𝑅2

𝛿𝛾 = −0.020мксд×
(︂
𝛿𝛾

10−5

)︂
для 𝑏 = 1.01𝐴 . (6.45)

Таким образом, сдвиг параллаксов не зависит от угла 𝜉 для звёзд вблизи полю­

сов эклиптики. Зависимость сдвига параллаксов от положения звезды подробно

рассмотрен в разделе 6.5.

6.3.2. Влияние нуль-пункта параллаксов на параметр 𝛾

Рассмотрим, смещение в оценке параметра 𝛾, возникающее из-за наличия

глобального сдвига параллаксов. Этот вид систематических ошибок в парал­

лаксах обусловлен различными инструментальными эффектами, одними из ко­

торых являются колебания базового угла, рассмотренные в главе 2. В третьем

выпуске данных Gaia информация о нуль-пункте параллаксов определялась из

анализа параллаксов квазаров [94].

Существует заметная разница в способе получения информации о парамет­

ре 𝛾 и нуль-пункте параллаксов. В то время как параметр 𝛾 определяется как

часть астрометрического решения, нуль-пункт параллаксов оценивается апосте­

риори. Может показаться непоследовательным связывать величины, одна из ко­

торых исходит из решения, а другая – нет. Поэтому полезно прояснить, что под­

разумевается под нуль-пунктом параллаксов. В блочно-итеративном решении
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параметр 𝛾 находится на заключительном этапе, когда итерации по астромет­

рическим и иным параметрам заканчиваются [96]. Если между вычисленными

параллаксами и их истинными значениями имеются систематические отличия,

эта разница проникает в невязки, составляющие входные данные для опреде­

ления параметра 𝛾, что, в свою очередь, приводит к его смещенной оценке.

Таким образом, говоря о нуль-пункте параллаксов, мы подразумеваем невязки,

возникающие в результате глобального смещения параллакса.

Теоретическое определение влияния нуль-пункта параллаксов на определе­

ние параметра 𝛾 проводится по схеме уже применённой в разделе (6.3.1). Урав­

нение (6.11) даёт изменение инструментального угла 𝜙, вызванное небольшим

изменением параметра 𝛾. Рассматривая все наблюдения выбранного объекта,

записываем это соотношение в матричной форме:

𝑔𝛿𝛾 = 𝛿𝜙̃ . (6.46)

Скалярное умножение на 𝑔 даёт нормальное уравнение

𝑁𝑔𝑔𝛿𝛾 = 𝑔′𝛿𝜙̃ , (6.47)

решение которого есть

𝛿𝛾 =
𝑔′𝛿𝜙̃

𝑁𝑔𝑔
. (6.48)

Если все параллаксы смещены на одну и ту же величину 𝛿𝜛, то, согласно фор­

муле (6.10), инструментальный угол изменится на

𝛿𝜙̃ = 𝑝 𝛿𝜛 . (6.49)

Подставляя это соотношение в уравнение (6.48), получаем

𝛿𝛾 =
𝑁𝑝𝑔

𝑁𝑔𝑔
𝛿𝜛 . (6.50)

Используя 𝑁𝑔𝑔 и 𝑁𝑝𝑔 из (6.32) и (6.33) и возвращаясь к естественным единицам,
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окончательно находим параметров Gaia

𝛿𝛾 = − 𝐴𝑐2

𝐺𝑀⊙

(︂
𝑏

𝐴

)︂2

cos 𝜉 𝛿𝜛

= −3.543 · 10−4 ×
(︂

𝛿𝜛

1мксд

)︂
.

(6.51)

Это выражение определяет смещение в оценке параметра 𝛾, вызванное

глобальным смещением параллакса. Текущая оценка нуль-пункта параллаксов

в данных Gaia −17мксд [94] даёт основание предположить, что непосредствен­

ное определение параметра 𝛾 с использованием этих данных может привести к

смещению 𝛿𝛾 = 6× 10−3.

Столь значительное потенциальное смещение несовместимо с лучшей на се­

годняшний день оценкой параметра 𝛾 [32], чей интервал±3𝜎 равен (−4.8÷ 9.0)×

10−5. Считается, что глобальное смещение параллакса в данных Gaia возника­

ет из-за проблем калибровки, которые, возможно, будут устранены в будущем,

что снизит риск появления систематической ошибки в оценках параметра 𝛾. Из

уравнения (6.51) следует, что нуль-пункт параллаксов должен находиться меж­

ду −0.25 и 0.14мксд для того, чтобы астрометрия Gaia могла оценить параметр

𝛾 с точностью, сопоставимой с результатом эксперимента [32].

Стоит отметить, что как приведенная выше оценка смещения в параметре

𝛾, так и ограничения на нуль-пункт параллаксов являются прямым следстви­

ем связи между величинами параллактического эффекта и отклонением света,

которая описывается соотношением (6.13):
(︀
𝛿𝛾/10−5

)︀
≃ −35× (𝛿𝜛/1𝜇as). Это

простое соотношение согласуется с уравнением (6.51) и также подтверждается

результатами численных экспериментов, представленными ниже.

В заключение сделаем ещё одно замечание, относящееся к зональным эф­

фектам. Значения 𝑁𝑝𝑔 и 𝑁𝑔𝑔, использованные для вывода уравнения (6.51),

были получены в предположении, что наблюдения равномерно распределены

вдоль окружности сканирования. Таким образом, можно сказать, что это урав­

нение представляет собой усредненное по небу смещение. Однако, как уже от­

мечено в разделе (6.3.1), соотношение между систематическими ошибками в
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параллаксах и параметре 𝛾 имеет сильную зависимость от положения объектов

на небесной сфере. Рассмотрим опять области, близкие к полюсам эклиптики,

где звёзды в этих зонах наблюдаются только при 𝜃 ≃ 90∘ или 270∘. В этом

случае 𝑁𝑝𝑔 ≃ −
(︀
𝑛/𝜎2

)︀
(𝑟s/2) sin

2 𝜉 и 𝑁𝑔𝑔 ≃
(︀
𝑛/𝜎2

)︀
(𝑟s/2𝑅)

2 sin2 𝜉 и подстановка

в уравнение (6.50) даёт

𝛿𝛾 ≃ −AU 𝑐2

𝐺𝑀

(︂
𝑅

AU

)︂2

𝛿𝜛

= −5.010 · 10−4 ×
(︂

𝛿𝜛

1мксд

)︂
.

(6.52)

Сравнение с уравнением (6.51) показывает, что коэффициент между 𝛿𝛾 и 𝛿𝜛,

который выражает чувствительность смещения параметра 𝛿𝛾 к нуль-пункту па­

раллаксов увеличивается на 41% для звёзд в окрестности полюсов эклиптики.

Кроме того, эта формула хорошо согласуется с соотношением (6.45), получен­

ным для обратного эффекта в предыдущем разделе.

6.4. Проверка теоретических предсказаний методом

Монте-Карло

Для проверки теоретических результатов были выполнены численные экс­

перименты с использованием метода Монте-Карло. Методами Монте-Карло на­

зывают численные методы решения математических и физических задач при

помощи моделирования случайных величин. Иногда эти методы также называ­

ются методами статистических испытаний. Детальное изложение общих приё­

мов, связанных с методами Монте-Карло приведено в книгах [24; 26].
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6.4.1. Моделирование исходных данных и астрометрического

решения

Ключевыми компонентами процесса моделирования являются истинный

астрометрический каталог и процедура генерирования наблюдений и их оши­

бок. В качестве истинного каталога был сгенерировн набор звезд, равномерно

распределенных по небесной сфере. В соответствии с теоретическим рассмот­

рением в разделе 6.1.2, рассматривались только измерения вдоль круга скани­

рования. Для каждой звезды был вычислен угол 𝜙 в тот момент, когда изоб­

ражение звезды пересекает середину соответствующего поля зрения. Конечно,

в процедуру моделирования не были включены разнообразные эффекты, ко­

торые присутствуют в реальном эксперименте, такие как ошибки ориентации

и неточности калибровки. Эти эффекты моделируются как случайный шум с

формальной ошибкой 𝜎𝜙, о которой речь идёт ниже.

Наблюдения моделировались с номинальным законом сканирования Gaia

[68], который представляет собой комбинацию трех вращений (Рисунок 2.1). Во­

первых, спутник вращается вокруг оси вращения 𝑧 с периодом 6 часов, то есть

фаза вращения Ω линейно увеличивается со скоростью Ω̇ = 60′′ c−1. В то же

время ось вращения находится в медленном прецессионном движении вокруг

направления на Солнце, совершая 5.8 оборотов в год, при этом угол 𝜉 остается

фиксированным. Наконец, движение Солнца вдоль эклиптики обеспечивает по­

крытие всей небесной сферы. Солнце продвигается на 62∘ за один период прецес­

сии. Такая схема сканирования создает квазиравномерную временную выборку

и характеризуется значительной зависимостью от эклиптической широты.

Анализ остаточных невязок в угле 𝜙 в астрометрическом решении EDR3

показал, что они минимальны для ярких звезд с 9 ≤ 𝐺 ≤ 13 [95] и находят­

ся в диапазоне от 100 до 200мксд, Это наилучшая текущая оценка точности
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Рис. 6.2. – Среднее количество транзитов в экваториальных координатах в численном экспе­

рименте с пятилетней продолжительностью наблюдений. Полученное распределение иллю­

стрирует отличительные черты используемой в проекте Gaia схемы сканирования, такие как

симметрия относительно плоскости эклиптики и значительная концентрация наблюдений

вблизи эклиптических широт ± (90∘ − 𝜉) = ±45∘.

измерений угла, и мы приняли 𝜎𝜙 = 100мксд в качестве репрезентативного

значения стандартной ошибки. Кроме того, как невязки, так и формальные

ошибки в EDR3 слабо зависят от звездной величины для 9 ≤ 𝐺 ≤ 13. Поэто­

му мы проигнорировали разницу в яркости звезд и использовали одинаковую

стандартную ошибку во всех моделируемых наблюдениях.

Процесс моделирования выполнялся следующим образом. Была применена

та же геометрия полей зрения, которая использована в космическом аппарате:

прямоугольные поля зрения с размером 0.7∘ и 1∘в поперечном и продольном на­

правлении соответственно. Для каждого момента времени 𝑡𝑙 положение полей

зрения на небесной сфере вычислялось согласно номинальному закону скани­

рования . Для каждой звезды, помещающейся в одно из двух полей зрения, ее

истинное мгновенное положение вычислялось с использованием астрометриче­

ской модели Gaia [96]. Для учета отклонения от ОТО отклонение света рассчи­

тывалось с помощью 𝛾 − 1 = 10−5. Наконец, преобразование в сканирующую
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систему координат давало истинное значение угла 𝜉, которое затем вносилась

гауссова ошибка с дисперсией 𝜎𝜙 для моделирования наблюдаемого значения

𝜙𝑙. Эта процедура генерировала для каждой звезды набор пар (𝑡𝑙, 𝜙𝑙), которые

обрабатывались как измерения и служили входными данными для последую­

щего астрометрического решения.

Полноценное астрометрическое решение преставляет собой крайне слож­

ную вычислительно задачу, решение которой возможно только с использовани­

ем высокопроизводительных компьютерных кластеров [50; 96; 143]. Такая вы­

числительная сложность в основном обусловлена необходимостью совместного

определение астрометрических и калибровочных параметров, а также ориента­

ции космического аппарата. Однако в наших численных экспериментах и ориен­

тация, и калибровка инструмента предполагались известными точно, поэтому

задача свелась к вычислению пяти обычных астрометрических параметров (эк­

ваториальных координат, параллаксов и компонентов собственного движения)

для каждой звезды. Такая задача соответствует решению только астрометри­

ческого блока в полном астрометрическом решении [96], который сводится к

системе нормальных уравнений, матрица которой является блочно-диагональ­

ной, причем каждый блок соответствует нормальной матрице размером 5 × 5

для астрометрических параметров отдельной звезды. Таким образом, система

оказывается относительно несложной в вычислительном смысле, что привело

к значительному упрощению решения.

6.4.2. Корреляция между параметром 𝛾 и параллаксами

Первая группа тестов была организована для проверки теоретических пред­

сказаний относительно корреляции между параметром 𝛾 и нуль-пунктом па­
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Рис. 6.3. – Совместное распределение величины 𝛾 − 1 и нуль-пункта параллаксов. Чёрные

точки показывают результаты, полученные для 4 × 106 звёзд. Результаты для 106 и 4 × 105

звёзд изображены красными и зелёными точками. Синие точки показывают результаты,

полученные для 105 звёзд.

раллаксов. С этой целью были использованы прямые решения, потому что они

содержат информацию о корреляциях. Решения включали пять астрометриче­

ских параметров для каждой звезды и 𝛿𝛾 (≡ 𝛾 − 1) в качестве неизвестных.

Таким образом, решение с 𝑁 звездами имело 5𝑁 + 1 неизвестных. Для провер­

ки правильности вычислительной схемы были проведены специальные тестовые

запуски без наблюдательного шума. В этих тестах значения всех астрометри­

ческих параметров, полученных в ходе астрометрического решения, оказались

равными их истинным значениям и 𝛿𝛾 = 0, за исключением ошибок числово­

го округления. Цель этого раздела – продемонстрировать, что в «идеальном»

случае сканирующий астрометрический проект имеет потенциал для точного

определения параметра 𝛾, несмотря на ее корреляцию с параллаксами. Эта воз­

можность была ранее продемонстрирована для блочно-итеративного решения
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Рис. 6.4. – Совместное распределение величины 𝛾 − 1 и нуль-пункта параллаксов для 5000

решений с 4 × 106 звёзд. Увеличенное изображение данных, изображённых в центральной

части рисунка 6.3.

[96], наше исследование расширяет это доказательство на случай прямого ре­

шения.

Для каждого решения глобальное смещение параллакса 𝛿𝜛 вычислялось

как средняя разность между вычисленными и истинными параллаксами. Вви­

ду вероятностной природы экспериментов каждая такая пара (𝛿𝜛, 𝛿𝛾) является

реализацией случайных величин, взятой из неизвестного совместного распреде­

ления 𝛿𝜛 и 𝛿𝛾. Свойства этого распределения, такие как дисперсии величин и

корреляция между ними, были затем получены из наборов данных, полученных

в ходе численных экспериментов.

Были выполнены четыре эксперимента по методу Монте Карло:

� 40 000 решений с 105 звёзд,

� 10 000 решений с 4× 105 звёзд,
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� 5 000 решений с 106 звёзд,

� 5 000 решений с 4× 106 звёзд.

Пары (𝛿𝜛, 𝛿𝛾), полученные в этих экспериментах, визуализированы на рисун­

ке 6.3, где каждая точка отвечает отдельному решению. Во всех экспериментах

корреляция оказалась равной 0.91, что хорошо согласуется с теоретическим ре­

зультатом.

Число звезд, которые могут быть включены в прямое решение, очевид­

но, ограничено объемом доступной памяти компьютера. Вычислительная уста­

новка, используемая для наших экспериментов, имела возможность обработки

прямых решений с максимальным количеством звезд 4× 106. Результаты этих

экспериментов дополнительно показаны на отдельном рисунке 6.4 из-за того,

что они плохо различимы, если их приводить вместе с результатами других

тестов с меньшим числом звёзд.

Рисунок 6.3 хорошо иллюстрирует, как точность определения параметра

𝛾 зависит от объема данных. Стандартная ошибка составляет 6.9, 3.4, 2.2, 1.1

(в единицах 10−5) в тестах с 105, 4× 105, одним и четырьмя миллионами звезд

соответственно. Легко видеть, что она масштабируется как квадратный корень

из числа звезд.

Более того, результаты этих экспериментов подтвердили справедливость

сделанных упрощений. Во-первых, не было обнаружено значимых корреляций

между параметром 𝛾 и положениями и собственными движениями. Это под­

тверждает сделанное в разделе 6.2.2 предположение о том, что эти астрометри­

ческие параметры не коррелируют с параметром 𝛾 на уровне точности нашего

эксперимента. Во-вторых, уравнения (6.10) и (6.11) для изменения угла 𝜙 спра­

ведливы только для бесконечно малых полей зрения. Моделирование выполня­

лось с конечным размером полей зрения, что не оказало заметного влияния на

корреляцию.
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6.4.3. Решения с малым числом звёзд

В качестве первого теста мы рассмотрели 20 000 астрометрических реше­

ний, каждое из которых содержало 100 000 звезд, равномерно распределенных

по небу. Наблюдения охватывали 5 лет непрерывной работы. Рисунок 6.2 по­

казывает распределение плотности наблюдений по небесной сфере. Для каждо­

го решения мы вычислили глобальный сдвиг параллаксов, определяемый как

средняя разница между вычисленным и истинным параллаксами. Таким об­

разом, этот эксперимент Монте-Карло предоставил 20 000 оценок нуль-пункта

параллаксов, распределение которых показано на рисунке 6.5. Средняя значе­

ние нуль-пункта составляет −0.023 мксд, а стандартное отклонение равно 0.072

мксд. Среднее значение хорошо согласуется с теоретическим предсказанием, со­

гласно уравнению (6.42), и теперь мы демонстрируем, что разброс результатов

также находится в согласии с ожидаемым результатом для такого рода экспе­

римента.

Уравнение (6.39) справедливо для произвольных изменений угла 𝜙, как

систематических, так и случайных. В разделе 6.3.1 мы рассмотрели системати­

ческие изменения, вызванные изменением параметра 𝛾. С учетом случайных

ошибок изменение угла 𝜙 моделируется как сумма двух величин:

𝛿𝜙𝑙 = 𝑔𝑙 𝛿𝛾 + 𝜀𝑙. (6.53)

Предполагается, что шум 𝜀𝑙 является центрированной некоррелированной слу­

чайной величиной со стандартным отклонением 𝜎𝜙. Подставляя эту формулу

в общее уравнение (6.39), мы находим изменение параллакса данной звезды,

обозначенной индексом 𝑖,

𝛿𝜛𝑖 = 𝛿𝜛𝛾 −
2

𝑏 sin 𝜉

1

𝑛𝑖

𝑛𝑖∑︁
𝑙=1

𝜀𝑙 sin 𝜃𝑙 , (6.54)

где 𝛿𝜛𝛾 – это сдвиг параллакса, вызванный изменением параметра 𝛾, задава­
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решениях с 105 звёзд, используя наблюдения, сгенерированные с 𝛾 − 1 = 10−5. Гистограмма

построена с интервалами длиной 0.01 мксд. Распределение характеризуется средним значе­

нием −0.023 мксд (показано вертикальной линией) и стандартным отклонением 0.072 мксд.

Красная кривая представляет нормальное распределение, отвечающее этим параметрам.
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емый уравнением (6.42), а 𝑛𝑖 представляет собой количество наблюдений рас­

сматриваемой звезды.

Усреднение ошибок параллаксов отдельных звёзд даёт глобальное смеще­

ние параллаксов для конкретного решения

Δ𝜛 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝛿𝜛𝑖 = 𝛿𝜛𝛾 −
2

𝑏 sin 𝜉

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

1

𝑛𝑖

𝑛𝑖∑︁
𝑙=1

𝜀𝑙 sin 𝜃𝑙 . (6.55)

Здесь 𝑁 означает общее количество звёзд в решении. В наших экспериментах

наблюдения статистически независимы. Заметив, что
⟨︀
𝜀2
⟩︀
= 𝜎2𝜙 и

⟨︀
sin2 𝜃

⟩︀
= 1/2,

получаем оценку стандартного отклонения в нуль-пункта параллаксов

𝜎Δ𝜛 =
𝜎𝜙

𝑏 sin 𝜉

√︂
2 ⟨1/𝑛⟩
𝑁

, (6.56)

где ⟨1/𝑛⟩ = (1/𝑁)
∑︀𝑁

𝑖=1 (1/𝑛𝑖) – гармоническое среднее числа наблюдений от­

дельных звёзд; ⟨1/𝑛⟩ = 0.012 для пятилетней продолжительности наблюдений.

Для параметров Gaia уравнение (6.56) дает 𝜎Δ𝜛 = 0.069 мксд, что согласу­

ется с экспериментальным значением 0.072 мксд. Рисунок 6.5 показывает, что

полученное распределение нуль-пунктов незначительно отличается от нормаль­

ного. Небольшое превышение слева от пика объясняется различными малыми

эффектами, такими как конечный размер поля зрения и слабая зависимость 𝑏 и

𝜉 от времени, а также асимметрией закона сканирования, обсуждаемой в разде­

ле 6.5. Таким образом, результаты этого эксперимента подтверждают теорети­

ческие ожидания относительно основных статистических свойств нуль-пункта

параллаксов.

6.4.4. Полномасштабное решение

Мелкомасштабное моделирование, рассмотренное в разделе 6.4.3, позво­

лило исследовать нуль-пункт параллаксов только в статистическом смысле,
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Рис. 6.6. – Сдвиг параллаксов, усреднённый по интервалам эклиптической долготы шириной

два градуса. Результаты получены для 14 миллионов звёзд при продолжительности наблю­

дений в 10 лет. Синяя кривая показывает скользящее среднее с линейным ядром размером

13. Теоретическая величина −0.023 мксд изображена красной горизонтальной линией.
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используя большое количество независимых решений. Целью следующего экс­

перимента является изучение влияния вариации параметра 𝛾 на нуль-пункт,

проведя одно крупномасштабное астрометрическое решение для значительно

большего количества звезд. Для фиксированной точности измерений общая точ­

ность решения может быть улучшена за счет увеличения продолжительности

наблюдений. С этой целью был промоделирован эксперимент продолжительно­

стью 10 лет. Формальные ошибки параллаксов зависят от продолжительности

наблюдений 𝑇 как 𝑇−1/2 [95]. Таким образом, двукратное увеличение продол­

жительности приводит к улучшению ошибок параллаксов в 0.71 раза. Модели­

рование было выполнено для 14 миллионов звёзд, что примерно равно числу

опорных звёзд в третьем выпуске данных Gaia.

Значительно возросшее число наблюдений принесло существенное улуч­

шение стабильности оценки смещения параллакса по отношению к шуму. Нуль­

пункт параллаксов величиной −0.020 мксд был обнаружен в крупномасштаб­

ном астрометрическом решении. Медианная ошибка параллаксов оказалась рав­

ной 17 мксд, и поэтому ожидаемая точность определения нуль-пункта парал­

лаксов составляет (17 мксд)×
(︀
14× 106

)︀−1/2
= 4.5×10−3 мксд. Таким образом,

найденное значение нуль-пункта согласуется с теоретическим предсказанием

−0.023 мксд в пределах одного стандартного отклонения. Однако существует

значительный разброс данных, как показано на рисунке 6.6. Точки показыва­

ют средний сдвиг параллакса, вычисленный в интервалах по два градуса, как

функцию эклиптической долготы. В интервалах в среднем содержится 78 000

звезд. Значения в интервалах варьируются от −0.17 до 0.12 мксд.

Мы провели дополнительный тест для проверки согласованности оценки

нуль-пункта параллаксов: все данные были разделены на звёзды с чётными

и нечётными номерами, что привело к двум подмножествам по 7 миллионов

звезд. Для этих наборов данных были получены независимые астрометрические

решения, и средние значения сдвига параллаксов оказались равными −0.025 и

−0.016 мксд. Формальные ошибки составляют 6, 4×10−3 мксд для 7×106 звезд,
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Рис. 6.7. – Распределение ошибок параллаксов (в мксд) в эклиптических координатах, по­

лученное из астрометрического решения для пяти миллионов звёзд и продолжительности

эксперимента 10 лет. Наблюдения были сгенерированы без ошибок измерений.

и поэтому эти результаты также подтверждают теоретическое предсказание на

уровне 1-𝜎. Хорошее согласие между теоретическим ожиданием и эксперимен­

тальными результатами демонстрирует правильность математического аппара­

та и правильное функционирование процедуры моделирования.

6.4.5. Влияние нуль-пункта параллаксов на определение

параметра 𝛾

Чтобы проверить влияние нуль-пункта параллаксов на оценку параметра

𝛾, обсуждаемую в разделе 6.3.2, мы использовали блочное решение. В этом

подходе, весьма похожем на так называемый глобальный блок в процедуре ре­

дукции данных, принятой в проекте Gaia [96], решение содержит только одно

неизвестное, параметр 𝛾, тогда как все остальные параметры предполагаются
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Рис. 6.8. – Распределение величин𝛾 − 1, полученных в 20 000 астрометрических решениях с

105 звёзд, используя наблюдения, сгенерированные с параллаксами, смещёнными на 10 мксд.

Гистограмма построена с интервалами длиной 4×10−6. Распределение характеризуется сред­

ним значением −3.544 × 10−3 (показано вертикальной линией) и стандартным отклонением

2.6× 10−5. Красная кривая представляет нормальное распределение, отвечающее этим пара­

метрам.

известными точно. Нуль-пункт был промоделирован путём добавления 10 мксд

к истинным значениям параллакса. Это значение было выбрано для упрощения

сравнения численных и теоретических результатов.

Мы провели эксперимент Монте-Карло, состоящий из 20 000 астрометри­

ческих решений со 100 000 звёзд. На рисунке 6.8 показано распределение оценок

PPN 𝛾, полученных в этом эксперименте. Среднее смещение −3.544× 10−3 хо­

рошо согласуется с теоретическим предсказанием, данным уравнением (6.51).

Разброс 2.6× 10−5 является результатом шума измерений. Тестовый запуск без

шума дал разброс на уровне ошибок округления.
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6.5. Асимметрия в смещении параллаксов

Теперь перейдем к изучению того, как смещение параллаксов меняется

с расстоянием звезды от эклиптики. Этот тип систематики, по-видимому, су­

ществует в силу сильной зависимости закона сканирования от эклиптической

широты, проиллюстрированной на рисунке 6.2. Следует отметить, глобальный

сдвиг смещение параллаксов вследствие параметра 𝛾 на несколько порядков

меньше ошибок индивидуальных параллаксов, как хорошо видно из результа­

тов приведённых на рисунке 6.6. Обнаружение столь малой величины в зашум­

лённых данных является сложно задачей. Поэтому генерирование наблюдатель­

ных ошибок было отключено в этом численном эксперименте, чтобы исследо­

вать эффект в чистом виде. Наблюдения были сгенерированы для пяти миллио­

нов звезд, случайно распределенных по небу. При средней плотности звезд 121

градус−2 эти источники образуют квазиравномерную сетку, достаточно плот­

ную для точного отображения двумерной структуры смещения параллаксов.

Найденное распределение сдвига параллаксов по небесной сфере представ­

лена на рисунке 6.7. Среднее значение сдвига составляет −0.024 мксд, с диспер­

сией 0.001 мксд, что находится в хорошем согласии с теоретической оценкой.

Полученное распределение имеет две характерные черты. Во-первых, чередо­

вание уплотлений и разрежений в полосе параллельной экватору. Во-вторых,

ярко выраженная асимметрия между северным и южным полшариями: абсо­

лютное значение смещения в северном полушарии систематически больше по

сравнению с южным. Это явление дополнительно проиллюстрировано на рисун­

ке 6.9, где показана зависимость сдвига параллаксов от эклиптической широты.

Асимметрия отчетливо видна на этом графике.

Закон сканирования обеспечивает покрытие небесной сферы, которое гео­

метрически симметрично относительно плоскости эклиптики. Как показано на
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Рис. 6.9. – Зависимость ошибок параллаксов от эклиптической широты в астрометрическом

решении с пятью миллионами звёзд. Наблюдения были сгенерированы с использованием

номинальной схемы сканирования. Бирюзовая кривая показывает скользящую медиану.

рисунке 6.2, плотность сканирования не показывает систематической зависи­

мости от эклиптической широты, за исключением небольшой неоднородности

в эклиптическом поясе, то есть для |𝛽| ≤ 45∘, из-за взаимодействия солнеч­

ного орбитального движения и прецессии оси вращения. Поэтому естественно

предположить, что смещение параллакса обладает той же симметрией. Однако

численные эксперименты заставляют нас подвергнуть это ожидание сомнению.

Ниже мы утверждаем, что такое сложное поведение смещения является резуль­

татом асимметрии, присущей используемому закону сканирования.

Как параллактический эффект, так и гравитационное отклонение света

существенно зависят от угла между направлением на звезду и направлением на

Солнце. Детальное исследование этого угла показало, что для звезд в северном
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полушарии эклиптики (𝛽 ≥ 46∘) его среднее значение составляет 87∘.3; тогда

как для звезд в южном полушарии (𝛽 ≤ −46∘) среднее значение составляет

92∘.7. Таким образом, мы приходим к выводу, что звёзды в северном полушарии

в среднем наблюдаются ближе к Солнцу, чем в южном.

Причина этого заключается в следующем. В номинальном законе скани­

рования ось вращения описывает петли в полосе −46∘ ≤ 𝛽 ≤ 46∘, причём ось

вращения вращается против часовой стрелки, если смотреть со стороны кос­

мического аппарата [68]. В результате направление прецессионного движения

совпадает с направлением на Солнце для 𝛽 < 0, тогда как для положительных

значений 𝛽 эти направления противоположны. Это означает, что ось проходит

более длинный путь в южном эклиптическом полушарии. Соответствующие ска­

нирующие круги охватывают большую площадь и, следовательно, содержат

больше звезд.

По этой причине звезды в северном полушарии наблюдаются в среднем

ближе чем 90∘ к Солнцу, в то время как звезды в южном полушарии наблю­

даются в среднем дальше чем 90∘ от Солнца. Параллактический эффект сим­

метричен относительно 90∘. Напротив, отклонение света увеличивается по мере

уменьшения углового расстояния между звездой и Солнцем. В северном полу­

шарии этот угол систематически меньше 90∘, в то время как в южном он си­

стематически больше 90∘. Следовательно, отклонение света сильнее для звезд в

северном полушарии, что как раз и приводит к большему сдвигу параллаксов.

Для проверки этой гипотезы были проведены дополнительные численные

экспериметы, в которых было задано обратное направление прецессии оси вра­

щения. В этом случае ось вращения проводит больше времени в северном эк­

липтическом полушарии. Зависимость смещение параллаксов от эклиптической

широты, полученная в ходе этих экспериментов, приведена на рисунке 6.10.

Сравнение рисунков 6.9 и 6.10 показывает, что изменения направления пре­

цессии приводит к инверсии этой зависимости. Этот факт свидетельствует об

адекватности предложенного объяснения асимметрии сдвига параллаксов.
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Рис. 6.10. – То же самое, что и на рисунке 6.9, но с изменённой схемой сканирования: бы­

ло задано обратное направление прецессии, при котором ось вращения огибает Солнце по

часовой стрелке, если смотреть со стороны космического аппарата.
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6.6. Выводы к шестой главе

Методика производства наблюдений, основанная на принципах, воплощен­

ных в проекте Gaia, характеризуется значительной корреляцией между глобаль­

ным сдвигом параллаксов и параметром gamma. Были исследованы различные

аспекты этой проблемы.

Величина коэффициента корреляции определена двумя различными спо­

собами: с помощью метода корреляционных функций и с использованием мето­

да наименьших квадратов. Второй подход является более общим и позволяет

обобщить рассмотрение на случай двумерных наблюдений, тогда как метод кор­

реляционных функций применим только к одномерным наблюдениям.

Наличие статистической зависимости между параллаксами и параметром

gamma имеет двоякие последствия. Во-первых, гипотетическое отклонение от

общей теории относительности, которое в данном контексте эквивалентно отли­

чию значения параметра gamma от единицы, может вызвать изменение нуль­

пункта параллаксов. И наоборот, наличие глобального сдвига параллаксов мо­

жет дать смещённую оценку параметра gamma, что, в свою очередь, может

привести к ошибочным физическим интерпретациям. Выведены аналитические

формулы, описывающие оба эти эффекта. Продемонстрировано, что, в рамках

сегодняшних знаний, возможный сдвиг параллаксов вследствие гипотетическо­

го отклонения параметра gamma от единицы не превышает 0.2 мксд, что лежит

за пределами достигнутого в настоящее время уровня точности. Напротив, ана­

лиз влияния нуль-пункта параллаксов на оценку параметра gamma показал,

что абсолютная величина нуль-пункта не должна превышать 0.25 мксд для то­

го, чтобы возможно было оценить параметр gamma с точностью, сопоставимой

с результатами эксперимента, выполненного с помощью космического аппарата

Кассини.
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Все теоретические выводы полностью подтверждены результатами репре­

зентативного компьютерного моделирования. Более того, в ходе выполнения

численных экспериментов был обнаружен неизвестный ранее эффект. Было най­

дено, что чувствительность астрометрии Gaia к параметру gamma существен­

ным образом зависит от эклиптической широта. Было установлено, указанный

эффект является следствием ранее неизвестной асимметрии, присущей приме­

няемой в проект Gaia схеме сканирования небесной сферы. Дополнительные

численные эксперименты полностью подтвердили это заключение. Этот резуль­

тат вошел в список «Важнейших достижений в области астрономии» Научного

совета по астрономии ОФН РАН.

Можно заключить, что полученные результаты накладывают существен­

ные дополнительные ограничения на величину нуль-пункта параллаксов для

надёжного оценивания параметра gamma. С другой стороны, обнаруженная

неравномерная чувствительность открывает путь к оптимизации определения

параметра gamma посредством присваивания наблюдениям статистических ве­

сов в соответствии распределением чувствительности.
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Заключение

Подводя итог выполненной работы, перечислим основные результаты, по­

лученные в диссертации.

1. Представлена стандартная астрометрическая модель, базирующаяся на

положении о равномерном прямолинейном движении одиночных звёзд от­

носительно барицентра Солнечной системы. Хотя этот термин и не явля­

ется общеупотребительным, его использование представляется правомер­

ным ввиду формальной простоты этой модели и того обстоятельства, что

в настоящее время она лежит в основе как обработки, так и использования

высокоточных астрометрических данных. Существенной чертой этой мо­

дели является включение информации о радиальном движении звезды. С

этой целью вводится радиальное собственное движение 𝜇𝑟, представляю­

щее собой лучевую скорость, делённую на расстояние. Эта величина имеет

тот же порядок, что и обычные компоненты собственного движения и её

удобно измерять в соответствующих единицах, например, в мсд/год.

Помимо собственно формулировки модели, установлены пределы её при­

менимости: на микросекундном уровне точности влиянием галактическо­

го ускорения на барицентрическое движение звёзд можно пренебречь в

течение по крайней мере пятидесяти лет.

В рамках стандартной астрометрической модели кинематическое состоя­

ние звезды описывается вектором из шести астрометрических параметров

(𝛼, 𝛿,𝜛, 𝜇𝛼*, 𝜇𝛿, 𝜇𝑟). Разработана математически строгая и полностью об­

ратимая процедура перехода от одной эпохи к другой для полного векто­

ра шести астрометрических параметров и соответствующих ковариаций.

Эта процедура включена в официальную документацию по проекту Gaia

и опубликована на сайте Европейского космического агентства.
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2. Выполнен анализ влияния колебаний базового угла на глобальный сдвиг

тригонометрических параллаксов, полученных из наблюдений сканирую­

щего астрометрического спутника с двумя полями зрения. Применение ме­

тода малых возмущений позволило установить связь между колебаниями

базового угла, ориентацией космического аппарата и глобальным смеще­

нием параллаксов. Эти соотношения показывают, что вариации базового

угла вида 𝑎 cosΩ, где 𝑎 – некоторый постоянный коэффициент, а Ω пред­

ставляет собой фазу вращения космического аппарата, отсчитываемую от

направления на барицентр Солнечной системы, приводит к глобальному

сдвигу параллаксов на величину 0.87𝑎 в случае параметров выполнения

эксперимента Gaia. Результаты численного моделирования полностью со­

гласуются с аналитическими формулами.

Полученные результаты позволили устранить существовавшее с 2005 года

противоречие в оценках величина нуль-пункта параллаксов, возникающее

в результате колебаний базового угла. Вопреки первоначальным ожида­

ниям, космический аппарат Gaia характеризуется весьма значительными

колебаниями базового угла с амплитудой 0.848 мсд. Считается, что об­

наруженные периодические изменения базового угла вызваны тепловым

воздействием солнечного излучения на вращающийся спутник. Согласно

результатам нашего анализа, это может привести к глобальному сдвигу

параллаксов на 0.741 мсд. Это обстоятельство полностью учтено в исполь­

зуемой процедуре редукции данных в проекте Gaia. Кроме того, было на­

глядно продемонстрировано, что данный механизм приводит к появлению

сдвига параллаксов только в случае, когда обработка данных основана на

принципе самокалибровки, потому что сдвиг параллаксов сопровождает­

ся смещением в параметрах ориентации. Это заключение может быть по­

лезно при планировании будущих космических проектов, использующих

принцип сканирования.
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3. Разработана методика использования априорной информации для постро­

ения астрометрического каталога при недостаточном объёме наблюдатель­

ных данных, когда из наблюдений какого-либо объекта не удаётся надёж­

но определить все пять астрометрических параметров. Такая ситуация

имеет место, например, для объектов переменной яркости, которые на­

блюдаются только в моменты максимума светимости, а также для слабых

звезд близких к порогу чувствительности инструмента. В этих случаях

внесение априорной информации позволяется получить не только надёж­

ные оценки положения, но и их формальные ошибки, которые правильно

характеризуют фактические ошибки.

Априорная информация включается в астрометрическое решение с ис­

пользованием правила Байеса. По практическим соображениям априор­

ные распределения вероятностей принимаются гауссовыми. Реалистичные

распределениями звездных параметров берутся из Gaia Universe Model

Snapshot (GUMS).

Как и в любом решении, использующем априорную информацию, получен­

ные оценки астрометрические параметров получаются смещёнными. Для

эпохи, совпадающей со средней эпохой наблюдений, смещение положения

по порядку величины равно значению параллакса для данной звезды, что

вполне приемлемо.

Разработанная методика с успехом применялась при создании всех трёх

имеющихся на настоящее время каталогов Gaia. В первом выпуске дан­

ных доля звёзд с двухпараметрическим решением составила 99.8%, во

втором выпуске – 21% и в третьем – 19%. Уместно отметить, что область

применения разработанной методики отнюдь не ограничивается данными,

собранными в ходе проекта Gaia, и она может быть использована во всех

случаях, когда требуется получить разумные оценки положения с хорошо

охарактеризованными формальными неопределенностями.
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4. Выполнено обобщение стандартной астрометрической модели с учётом эф­

фектов запаздывания, обусловленных конечностью скорости света. Для

последовательного рассмотрения этих эффектов требуется провести раз­

личие истинными и наблюдаемыми значениями положения и скорости.

Связь между истинным и наблюдаемым положением определяется свето­

вым уравнением, тогда как истинная и наблюдаемая скорости связаны

посредством соответствующих доплеровских множителей.

Применение светового уравнения к модели равномерного прямолинейного

движения позволило вывести уравнение траектории в терминах наблюдае­

мых величин. Учёт эффектов запаздывания делает уравнение траектории

существенно нелинейным. Найдено строгое математическое решение по­

лученного уравнения, дающее зависимость наблюдаемого положения от

времени. Следует отметить, что, как само уравнение траектории, так и

его решение, впервые получены в наблюдаемых величинах.

Переход от пространственных векторов к астрометрическим параметрам

даёт явные выражения для зависимости последних от времени. Примеча­

тельно, что все эффекты запаздывания удобно описываются двумя мно­

жителями, которые равны единице, если конечность скорости света игно­

рируется. Получены явные формулы для преобразования астрометриче­

ских параметров от одной эпохи к другой с учётом эффектов запаздыва­

ния. Также найдены соответствующие элементы якобиана, используемые

для преобразования стандартных ошибок и корреляций. Таким образом,

выведен полный набор формул для строгого и полностью обратимого пре­

образования астрометрических данных между различными эпохами.

Влияние эффектов запаздывания на астрометрические параметры про­

порционально третьей степени собственного движения. Показано, эти эф­

фекты существенны для высокоскоростных звезд в пределах нескольких

десятков парсек от Солнца.
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5. Изучено влияние орбитального движения Земли на астрометрическое де­

тектирование экзопланетных систем. Было продемонстрировано, что, ес­

ли период обращения экзопланеты близок к одному году, а её орбитальная

плоскость слабо наклонена к эклиптике, то движение родительской звез­

ды, обусловленное присутствием планеты, может быть полностью или ча­

стично поглощено эффектом параллакса. Как следствие, такую систему

нельзя обнаружить астрометрическими методами. В общем случае пол­

ного поглощения, конечно, не происходит. Однако в зависимости от гео­

метрии планетной системы может иметь место частичное поглощение, что

приведёт к смещённой оценке параллакса и снизить вероятность обнару­

жения.

Выявление систем с невидимыми спутниками основано на анализе невя­

зок, описывающих отклонение от стандартной астрометрической модели.

Анализ невязок с помощью метода максимального правдоподобия позво­

лил как найти смещение параллакса в общем случае, так и ввести удоб­

ную количественную меру, характеризующую возможность детектирова­

ния подобных систем. Это величина, названная эффективной астромет­

рической сигнатурой, учитывает орбитальное движение Земли и влия­

ние поглощения параллакса на астрометрические невязки. Примечатель­

но, что эффекты орбитального движения Земли удобно параметризиру­

ются одним параметром: корреляционной функцией положений Земли и

экзопланеты. Выведены полные наборы формул для расчета астрометри­

ческих эффектов, обусловленных взаимодействием между орбитальным

движением Земли и орбитальным движением родительской звезды. Эти

эффекты значительны для орбит с малым эксцентриситетом (𝑒 ≤ 0.5) и

периодом 0.8 ≤ 𝑃 ≤ 1.2 год. В этом диапазоне параметров эффекты в

решающей степени зависят от наклона плоскости орбиты по отношению

к эклиптике и от относительного положения Земли и звезды.
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6. Исследована возможность тестирования постньютоновской гравитации с

помощью наблюдений, полученных с борта сканирующего космического

аппарата, посредством определения параметра 𝛾. Были изучены четыре

аспекта этой проблемы. Во-первых, было рассмотрено влияние гипотети­

ческого отклонения от общей теории относительности на появление гло­

бального сдвига параллаксов. Во-вторых, была решена обратная задача

о влиянии глобального смещения параллаксов на оценку параметра 𝛾.

В-третьих, дан новый вывод для величины корреляции между нуль-пунк­

том параллаксов и параметром 𝛾, основанный на применении метода наи­

меньших квадратов. В-четвёртых, задача определения параметра 𝛾 была

обобщена на случай двумерных измерений. Во всех этих случаях были

получены новые аналитические выражения, ранее не упоминавшиеся в

литературе.

Было установлено, что отклонение параметра 𝛾 от единицы – значения,

отвечающего ОТО – в пределах известной экспериментальной неопреде­

ленности не может вызвать систематического эффекта в параллаксы в

пределах точности проекта Gaia. С другой стороны, наличие ненулево­

го сдвига параллаксов может привести к смещенной оценке параметра 𝛾.

Так, нуль-пункт параллаксов, равный 1 мксд, может сместить оценку па­

раметра 𝛾 на −3.5 × 10−4, что представляет собой весьма значительную

величину.

В ходе выполнения численных экспериментов была обнаружена зависи­

мость чувствительности сканирующей астрометрии к параметру 𝛾 от эк­

липтической широты. Дальнейшие исследования показали, что этот эф­

фект является следствием неизвестной ранее асимметрии, присущей ис­

пользуемой в проекте Gaia схеме сканирования небесной сферы. Этот ре­

зультат вошел в список «Важнейших достижений в области астрономии»

Научного совета по астрономии ОФН РАН.
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